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Capitulo 1

Introduccion

Consideremos el sistema de control
& = Ax + Bu (1.1)
conz € R ueUCR"™ A€ Myn(R)y B € Myym(R).

En las aplicaciones, un sistema de control representa un sistema dinamico, donde
& = Az es una dindmica libre (sin fuerzas externas) y © = Az + Bu(x) es una
dindmica realimentada, donde interviene el término realimentado Bu(x).

Bajo la hipotesis de controlabilidad, el presente trabajo muestra un método para
resolver el problema de estabilizacion global con control positivo [5] para
sistemas lineales en el plano de la forma (1.1) por medio de una funcién Lipschitz

Una funcién f(x) es Lipschitz si satisface la condicién de Lipschitz

1f(2) = FW)Il < Lz =y

para toda x y y en R", donde L es una constante positiva y ||e|| denota una norma
Euclidiana.

Sin perder generalidad, suponemos que la matriz A esta en la forma cancnica de
Jordan.

El problema de estabilizacion global con control positivo consiste en disenar una
funcién u : R" — U para el sistema (1.1), de modo que la funcién u(z) satisface las
siguientes propiedades:

1. El punto de equilibrio x = 0 de la ecuacion diferencial

& = Az + Bu(z)

3



es globalmente asintoticamente estable.
2. u:R* — U es una funcion Lipschitz.

3. u = 0 pertenece a la frontera de U (0 € OU).

El sistema (1.1) es llamado globalmente estabilizante si el problema tiene solucién.
Dicho problema de estabilizacién estd compuesto por las condiciones (1) y (2). La
condicién (3) estd poco estudiada y representa una dificultad mayor para resolver el
problema de estabilizacién.

El problema de estabilizacion global con control positivo ha sido considerado en los
siguientes casos particulares: Bastin y Praly (1999), presentan un diseno de funcién
de realimentacion positiva para la estabilizaciéon de una clase de sistemas de balance
de masa, donde el estado solucién del sistema realimentado converge a la iso-masa
(la cual es una porcién de un hiperplano en el espacio de estado). Leenher y Aeyels
(2001), establecen condiciones necesarias y suficientes para resolver el problema de
estabilizacion en el caso de un sistema lineal positivo con control sin restriccion.
H.J. Sussmann y Y. Yang (1991), requieren de una matriz A con valores propios
simples para mostrar que el sistema (1) es estabilizable por medio de una saturacién
del control lineal u(x) = b’ . Pero ellos no abordan el problema de estabilizacién con
(0 € 9U). Finalmente, Lin y Sontag (1995), consideraron el problema de disenio con
control restringido a los intervalos abiertos U = (0,1) 6 U = (0, c0) la realimentacion
que presentan no es necesariamente continua x = 0. En todos los trabajo anteriores,
no se aborda el caso del control nulo en la frontera del conjunto admisible U. Por
otro lado, es claro que el conjunto de sistemas estabilizables mediante una funcién
de control continua que toma valores en el conjunto U = [0,00) es mds pequeno
que el conjunto de sistemas estabilizables, con controles restringidos al conjunto U =
(—00, 00).

Para resolver el problema de estabilizacién, supondremos que el sistema es controlable
con controles positivos. Es decir, si (1.1) es nulo-controlable con u € [0, 00) X [0, 00)
entonces damos el estabilizador.

De acuerdo a los resultados de Brammer, asi como de las equivalencias logradas en
4], se clasifican los casos a estabilizar de acuerdo a las matrices A y B que definen el
sistema de control.

En este trabajo se considera el caso n = 2, es decir & = (z1,72) € R? y A € Myy»(R).
Mostraremos la estabilizacién global de los sistemas lineales inestables de la forma



(1.1), de manera que el disenio del control u(zy, xs) es

(|KTx} + KTx) = mazx {0, KTx}

N —

u(zy, xe) =

donde K7 es la matriz que determinaremos en este trabajo y u(z) € (R)™.

Para disenar el control estabilizante, supondremos que el sistema es controlable con
controles positivos, de modo que, para tener estabilidad (por un resultado visto en el
capitulo 2), consideramos los parametros p; > 0y py > 0, tal que

tr(A+ BKT) = —p; y det(A+ BKT) = p,

partiendo de estas ecuaciones se encuentra la matriz K y se da el estabilizante
u(x) = Kx.

Dado que los parametros p; > 0y ps > 0 son libres, los podemos elegir a conveniencia
para lograr tener raices complejas con parte real negativa, de modo que, por estrate-
gia de dinamica, tengamos una estabilidad suave.

En el capitulo 5 se presenta los resultados obtenidos en este trabajo, conviene men-
cionar que, ademas de la matriz A se considera la matriz B. Para la matriz B, tenemos
dos casos

1. rango(B) =1
2. rango(B) = 2

dicho capitulo inicia con los sistemas con rango(B) = 1y finaliza con los sitemas con
rango(B) = 2

Para cada caso abordado, se presenta al final un ejemplo donde se muestra una
simulaciéon hecha con el paquete Simnon 3.0, se toma una condicién inicial de la
forma zq = (xo1, Zo2) ¥ Se observa que z, converge al origen.



Capitulo 2

Sistemas Lineales

2.1. Existencia y Unicidad

En este capitulo responderemos la pregunta de cuando tiene solucién tnica el prob-
lema de condiciones iniciales

T = f(t,x) x(tg) = o (2.1)
donde x = z(t) es una funcién escalar, estoes, r: I CR— Ry f: RCR* — R
es un campo vectorial continuo, donde

R={(t,x) eR* / |t —to| < a,|z — x| < b}
Diremos que una funcién ¢(t) es solucién del problema con condiciones iniciales (2.1)
sl

%2t) = 7t (1)), con plto) = wy

En general, la solucién ¢ depende de las condiciones iniciales, es decir, ¢ = ¢(t, (to, zo)).
Existencia y Unicidad

Nuestro objetivo en esta parte sera probar la existencia de una solucién del problema
de condiciones iniciales (2.1) definida en un cierto intervalo I, con to € I.

. Cémo encontrar una solucién al problema (2.1)?. Hagamos lo mismo que hacemos
cuando resolvemos ecuaciones algebraicas: despejar la incognita. En este caso, trate-
mos de despejar la funcién incégnita z(t) de la ecuacién diferencial mediante in-
tegracion, que es el proceso inverso de la diferenciacion. Integremos en el intervalo
[to, t] C [to — a,to + a].
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t d t
/ s —/ (s,x)ds <=
to dS to

x(t) — x(ty) = / (s,z(s))ds <=

to

x(t) = xg —|—/ (s,z(s))ds

to

Observamos que no es posible, mediante este procedimiento, despejar x(t), sin em-
bargo, la ecuacién integral que hemos obtenido serd de muy importante para probar
la existencia de una solucion.

Diremos que la funcién continua (), definida sobre el intervalo I, es una solucién
sobre I de la ecuacion integral

() = w0 + / (s, 2(s))ds (2.2)

to

si para cada t € I, f(t,¢(t)) estd definida y

o(t) = o + / (5, 0(s))ds (2.3)

to

El siguiente lema establece la equivalencia entre las soluciones del problema (2.1) y
las soluciones de la ecuacién integral (2.2).

Lema 2.1. Considere el problema de condiciones iniciales

T = f(t,x) x(tg) = o (2.4)

Suponga que f(t,x) es una funcion continua en el rectingulo R. Una funcidn o(t)
definida sobre un intervalo I, es solucion de (2.4) sobre I si y solo si o(t) es una
solucion continua de la ecuacion integral (2.2)

La demostracién de este lema se encuentra en [1].

A continuacion, enunciamos el teorema que nos garantiza la existencia de una tnica
solucién al problema (2.1). Es importante mencionar que este resultado se puede
generalizar a sistemas de ecuaciones difereciales definidos en dominios més generales.
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Teorema 2.2. (Teorema de Existencia y Unicidad) Considere el problema de
condiciones iniciales

&= f(t,x) x(to) = xo (2.5)
Supongamos que f(t,x) es continua y K - Lipschitz sobre el rectdngulo
R={(t,x) eR? / |t —to| < a,|x — x| < b}. Sea M tal que |f(t,z)| < M para toda
(t,x) € R y hagamos 0 < a < min {%, %, a}. Entonces existe una unica solucion al
problema (2.5) vdlida sobre |t — to| < «.

El teorema anterior puede aplicarse al caso vectorial, es decir, si suponemos que
x es el vector con componentes x1, T, luego f(t,z) es un vector de funciones con
componentes fi(t,x1,z3), fa(t, 1, x2) (donde suponemos que cada f; es continua) y xg
tiene componentes «aq, am, este problema de valor inicial puede escribirse en notacién
vectorial como
T = f(ta I’) :E(tO) = To

Puede probarse que el vector de funciones f(¢,z) satisface la condicién Lipschitz,
siempre y cuando, cada f;(t, x) satisface tal condicién con respecto a cada componente
de z;, con la constante Lipschitz L;, para i = 1,2. Entonces

[f(t,2) = f( )] = LA 2) = filt,y)] + [t 2) = fa(t, )]

de modo que para cada i = 1, 2 tenemos que

\fit,x) — fi(t,v)| = |fi(t, z1,22) — fi(t,y1, y2)]
= |fi(t,x1,22) — filt,y1, x2) + fi(t,yy, x2) — filt, y1, y2)]
< LYoy — | + Ly |29 — yo|

Sea L' = max [Lt, Li], tenemos entonces

|fi(t7x) - fz(tvy)| < L |I - yl

si K = 3.2 L' entonces | f(t,2) — f(t,y)| < K |z — y], es decir, el vector de funciones
satisface la condicion Lipschitz.

En [3] se demuestra el teorema (2.2) y es de cardcter local, es decir, nos garantiza la
existencia de una tnica solucién definida en un cierto intervalo [ty — «, ty + «]. Luego,
si aplicamos este teorema de nuevo en los extremos del intervalo, podremos extender
la solucién a un intervalo mas grande, y asi sucesivamente. Sin embargo, puede ocurrir
que los nuevos intervalos de definicién de la solucion, sean cada vez mas pequenos y
no sea entonces posible extender el dominio de definicion de la solucién mas alla de
una cota.
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2.2. Subespacios Invariantes

Uno de los estudios fundamentales en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferen-
ciales es encontrar los puntos de equilibrio y determinara su tipo de estabilidad. En
esta seccién veremos que existen soluciones, distintas de los puntos de equilibrio, que
son cruciales para determinar los retratos fase de los sistemas lineales homogéneos
con coeficientes constantes.

Determinemos primeramente el conjunto de puntos de equilibrio del sistema
T = Ax

con x € R™. Por definicién, x = T es un punto de equilibrio si
AT =0

el cual es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Sabemos que T = 0 siempre
es solucién de este tipo de sistemas; la solucién es tnica si det(A) # 0, mientras que
si det(A) = 0, infinidad de soluciones.

Consideremos de nuevo el sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes

&= Az (2.6)

y fijemos un valor de ¢, luego la exponencial e puede verse como un mapeo (funcién)
de R™ a R™ dado el punto 7y € R", ez es el punto al cual llega la solucién que
inicia en 2y en un tiempo t.

El conjunto de todos estos mapeos e : R® — R" puede considerarse como la
descripcion del movimiento de los puntos xg € R™ a través de las soluciones del sistema
lineal (2.6). Este conjunto de mapeos es llamado el flujo del sistema lineal. Si, por
ejemplo, el sistema describe el movimiento de un fluido, entonces una curva solucién
describe el movimiento de una particula individual del fluido, mientras que el flujo
describe el movimiento del fluido completo. En pocas palabras, el flujo puede pensarse
como el conjunto de todas las soluciones del sistema.

El concepto de flujo nos permite asegurar que dos soluciones en el retrato fase no
pueden intersectarse. Supongamos que asi sea. Sean ¢ la soluciéon que inicia en x; y
9 la solucién que inicia en x,, las cuales se intersectan en z. Sea t; el tiempo que
necesita la solucién ¢, para alcanzar el punto z desde z1: e/*4z; = x. Igualmente
para @s sea to el tiempo que necesita la solucién ¢, para alcanzar el punto x desde
x9: €243y = 2. Igualando obtenemos

etlel =x= 6t2AI2
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Supongamos que t; > to, entonces

t1 —tQ)A

To = 6( T

luego entonces, x5 es un punto sobre la solucién ¢y, por lo tanto ¢ = 5. En efecto,
los sistemas lineales satisfacen el teorema de existencia y unicidad .

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el sistema

T = L x
\2 5
cuya solucion esta dada por

2¢e! (zo1 + To2) — €% (zo1 + 2702)
t) = . 2.7
x(t) (—6t (zo1 + To2) + &3t (zo1 + 2202) (2.7)

Determinemos las soluciones para algunas condiciones iniciales en particular.

e () ot = () = (2) =
e (1) o= () = (1) =
o= (o) =0 = () = (2) - (1)

En este ejemplo podemos observar un hecho muy interesante. Sabemos que cada condi-
cién inicial xo representa un vector en el espacio vectorial R2. El subespacio vectorial
generado por xg el cual denotaremos por (xg), se define como (xo) = {szg / s € R} y
geométricamente representa una recta pasando por el origen en la direccion xy. Re-
gresando al ejemplo, observamos que las dos primeras soluciones evolucionan en los
subespacios vectoriales generados por las respectivas condiciones iniciales, mientras
que la tercera no. De hecho las dos primeras soluciones se alejan del origen, ya que
el > 1y e >1 paratodat > 0.

. Existiran otras soluciones con la caracteristica de las dos primeras? La respuesta es
no. Veamos el por qué, analizando la solucién general (2.7).

(t) = 2e! (g1 + wo2) — €% (o1 + 2T02)
—e! (xo1 + xo2) + e3t (xo1 + 2x02)

2 1 2 1
(e (3) - () e () (1)

2 1
= (zo1 + zo2)e’ (_1) — (zo1 + 2wp2)e™ (_1)
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De esta ultima expresién concluimos que la solucién z(t) evolucionard sobre el espacio
generado por la condicion inicial xq si xg es tal que zg; + xg2 = 0 6 291 + 2292 = 0, €5
. 1\, 2 . . .
decir, si y solo si xg = _q)%mo={_1) justamente los vectores propios del ejem-

plo. ;Pero qué tienen de particular estos vectores?. Resultan ser los vectores propios
de la matriz A. Esto nos lleva a los conceptos de eigenespacio y de subespacio
invariante.

Definicién 2.1. Llamaremos eigenespacio al espacio vectorial generado por el vector
propio v; de una matriz A, el cual denotaremos por E,.. La dimension del eigenespacio
es uno si v; es real, B, = (v;), y es bidimensional si es complejo, E,, = (v;).

Definicion 2.2. Diremos que un subespacio vectorial V- C R", es tnvariante con
respecto al flujo et : R® — R™ si e'v € V para toda v € V y para toda t € R

En la siguiente proposicién demostramos, para el caso particular en que la matriz A

posee valores propios reales diferentes, que los eigenespacios son subespacios invari-

antes con respecto al flujo e*4.

Proposicién 2.3. Considere el sistema lineal con coeficientes constantes
T = Ax

con x € R™. Supongase que la matriz A posee n wvalores propios reales diferentes
AL ...\, con sus respectivos vectores propios vy . ..v,. Entonces los eigenespacios E,,
son invariantes con respecto al flujo et*. Ademds, si el respectivo valor propio \; es
positivo, entonces las soluciones sobre E,, se alejan del origen, mientras que si es
negativo, las soluciones convergen al origen.

Demostracion: Debemos probar que
1. Para cada w € E,, y para todo t en R, ¢! € E,,
2. Si \; < 0(> 0) entonces edw — 0 (diverge) cuando t — +o0.

Probaremos la primera parte.
Sabemos que e : Pe!/ P71 donde P = (v; va... v,) es no singular. Ahora bien,

P'P=T<PYvv... v,)=1
& (P 'y P oy, P l,) =1
o Py =¢
& v = Pe;
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donde e; es el vector unitario con un uno en la posicion i-ésima. Obsérvese ademas
que, si C' = diag {cy, ¢, ..., ¢, }, entonces

C@i = C;€; (29)

Hagamos w = sgv; para algin sg € R. Luego,

et = Pet’ P lsqu;
= soPe'’ P~ 1y,
= soPe'e; por (2.8)
= soPeMe; por (2.9)

= 50! Pe;
= speMit; por (2.8)
= eMitsyu;
_ e/\itw
es decir, e'tw = eM'w para cada w € E,, y para toda t € R. Esto prueba la primera

parte. Es claro que la segunda parte se sigue de esto ultimo.

En general, si la matriz A no posee valores propios repetidos, los eigenespacios seran
espacios de dimensién uno, para los valores propios reales, y de dimensién dos, para
los valores propios complejos, siendo todos ellos invariantes con respecto al flujo e*4.
Si existen valores propios repetidos, entonces los eigenespacios seguiran siendo invari-

antes, pero de dimension posiblemente mayor que dos.

Dentro del conjunto de todos los eigenespacios, haremos la siguiente clasificacién:

el subespacio estable E* = (vy,...,v,,)
el subespacio inestable E* = (vy,...,v,,)
el subespacio central E¢ = (wy, ..., wy,)
donde vy, ...,v,, son los vectores propios ((incluyendo posiblemente generalizados)
cuyos valores propios tienen parte real negativa; vy, ..., v,, son los vectores propios

(incluyendo posiblemente generalizados) cuyos valores propios tienen parte real pos-
itiva y wy, ..., w,, son los vectores propios (incluyendo posiblemente generalizados)
cuyos valores propios tienen parte real cero. Es claro que ng + n, + n. = n. El nom-
bre de estos subespacios claramente refleja el comportamiento de las soluciones en
cada uno de ellos. Las soluciones en I£* son soluciones que convergen al origen, mien-
tras que las soluciones en E* son divergentes. Las soluciones en ¢ no presentan un
comportamiento en particular.
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Ejemplo 2.2.2. Considere el sistema

(2 2

Determinaremos los subespacios E°, E* y E°. Para ello necesitamos determinar los
vectores propios. Observamos que el polinomio caracteristico es

PaA) =X —A—6
= (A=3)(A+2)

luego, los valores propios son A\ = 3 y Ay = —2. Para los vectores propios debemos
resolver el sistema homogéneo de ecuaciones

Tenemos que:

2 . 1
IR Ao = —2 entonces vg = o)

Concluimos que E* = (vg), E* = (v1) y E¢ = 0. Ver figura (2.1)

st A1 = 3 entonces v; =

I2

24 Eu

14 I
2]

Figura 2.1: E? es estable mientras que E" inestable.



Capitulo 3

Sistemas Lineales en el Plano

En esta seccion daremos una caracterizacion completa de los sistemas en el plano, es
decir, dado el sistema lineal
T = Ax

con z € R?, daremos su solucién en forma explicita y estudiaremos su retrato fase.
En las siguientes dos secciones estableceremos los retratos fase del sistema candnico

y=Jy (3.1)
para los distintos casos de los valores propios. Finalmente en la tercer seccién damos
una clasificacién de los distintos retratos fase obtenidos.

Diremos que un sistema lineal es stmple si ninguno de sus valores propios es cero.

3.1. Retratos fase para sistemas candénicos simples

En esta seccién consideraremos el sistema canénico (3.1) y estudiaremos tres casos:
valores propios reales y distintos, valores propios iguales y valores propios complejos.

3.1.1. Valores propios reales y distintos

En este caso tenemos el sistema canodnico

/M0
Yy = 0 )\2 Yy
con y(0) = (yo1, Yo2)”. Su solucién es

yi(t) = eMlyo y Y2 (t) = e*'ypn

14
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Si A12 < O entonces las soluciones en el retrato fase convergén al origen. Se dice
que el origen es un nodo estable. Para vizualizar la forma de las soluciones en el
plano y; vs y, debemos expresar yo = y2(yl) y eliminar la dependencia del tiempo

t. Supongamos que yo; # 0 (si yo1 = 0 la solucién correspondiente evoluciona sobre
1

: . N A
el eje vertical), entonces es claro que e’ = (%) " Yoz, luego yo = (') yoa, tenemos

entonces que
o = Cy} (3.2)
Yo2 Ao

conC:Wy)\:—.

() o (b)

Figura 3.1: Valores propios reales y distintos del mismo signo dan lugar a nodos: (a)
inestable (A; > A2 > 0), (b) estable si (Ay < Ay < 0).

Supongamos que A > 0. Derivando (3.2)

22 = O\t
dy, N

luego, si y; — 0 entonces

d 0 A1 >0
2, A (3.3)
dy 0o st A <0

de (3.3) concluimos lo siguiente: si A\ < Ay < 0, es decir, si A < 1, entonces las
soluciones convergen al origen de forma tangencial al eje vertical; si Ao < A; < 0, es
decir, A > 1, entonces las soluciones convergen al origen de forma tangencial al eje
horizontal. En este caso tenemos los subespacios invariantes £ = R?, E* = E¢ = {).
Un razonamiento similar se sigue para el caso A\;2 > 0. En este caso se dice que el
origen es un nodo inestable. Los subespacios invariantes son £° = R?, E* = E° = ().
Ver figura 2.1
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Supongamos ahora que A < 0, es decir, los valores propios son de signos opuestos.
De la ecuacién (2.2) concluimos que las curvas solucién en el retrato fase son curvas
hiperbdlicas. En este caso se dice que el origen es un punto stlla y los subespacios
invariantes son £ = E* = R, E° = {). Ver figura (3.2)

/I
MW/

Figura 3.2: Valores propios reales de signos opuestos dan lugar a sillas.

3.1.2. Valores propios iguales

Si J es diagonal, es decir, si tenemos el sistema candnico

(A0

entonces de (3.2) concluimos que las soluciones en el retrato fase son rectas pasando
por el origen. Las soluciones convergen o divergen del origen dependiendo del signo
de A. El origen recibe el nombre de nodo estrella. Ver figura (3.3)

Y Yy

(a) (b)

Figura 3.3: Valores propios reales iguales dan lugar a nodos estrella: (a) inestable

(A > 0), (b) estable (A < 0).



3.1. RETRATOS FASE PARA SISTEMAS CANONICOS SIMPLES 17

Si J es no-diagonal, tenemos entonces el sistema canénico

a1
con y(0) = (yo1, Yo2)” . Su solucién es

yi(t) = e (yor + Yoot v ya(t) = eMyg

es posible expresar y; = y1(y2):

1
(2t (2))
Yo2 A Yo2

ademads si observamos la derivada

d 1 1
Y2 _ (@ + —) + —Ln (2> — +00 cuando y, — 0
dy1 Yoz A A Yo2

concluimos que las soluciones, en el retrato fase, entran o salen del origen, dependiendo
del signo de A, siendo tangentes al eje horizontal. Ver sigura (3.4). El origen es llamado
nodo impropio (estable si A < 0 e inestable si A > 0).

(a) (b)

Figura 3.4: Cuando A es no-diagonal, valores propios iguales dan lugar a nodos im-
propios: (a) inestable (A > 0), (b) estable (A < 0).
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3.1.3. Valores propios complejos

yz(g _f)y

U1 = oy — By
U2 = ayi + By

Tenemos el sistema candnico

donde

(3.4)

Haciendo, y; = rcosf y y, = rsend, se transforma el sistema (3.4) a coordenadas
polares de la siguiente forma. Sabemos que

r? =y + s tanf = % (3.5)

Derivando la primera ecuacién en (3.5) con respecto al tiempo obtenemos que

2rr = 29191 + 29292
S =y (oyr — Bya) + v (ayr + Bya)
S r=ar

Derivemos ahora la segunda ecuacién en (3.5),

soc? 06 — Y191 4;9292
Ui
yi(ayr — By2) + ya(ay: + By2)
2
1

& (1+tan’0) 0 =

) 2 2
- (1+@) i Bl ij)
Y i

s0=7

Tenemos entonces que el sistema (3.4) se transforma en

cuya solucién es
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Si a < 0, entonces cuando t — oo las soluciones convergen al origen en forma de
espiral. Si a > 0 entonces las soluciones se alejan del origen también en forma espiral.
En ambos casos se dice que el origen es un foco (estable si @ < 0 e inestable si & > 0).
Si a = 0 entonces las soluciones giran alrededor del origen formando circulos. Se dice
que el origen es un centro. Ver figura (3.5)

\

%
=

{a) (b)

Figura 3.5: Valores propios complejos dan lugar a (a) focos inestables (a > 0), (b)
centros (a = 0) y (c) focos estables (o < 0).

3.2. Clasificacion de los retratos fase simples

Hemos encontrado cuatro tipos diferentes de retratos fase para sistemas canodnicos
simples: nodos, focos, centros y sillas.
El siguiente teorema nos clasifica los retratos fases del sistma & = Ax.

Teorema 3.1. Considere el sistema lineal simple en R?
T = Ax (3.6)
y sean py = tr(A) y po = det(A) luego
1. Si po > 0 entonces (3.6) tiene un punto silla en el origen.

2. Sipg >0y p? —4usy > 0 entonces (3.6) tiene un nodo en el origen. Es estable
st 1 < 0 e inestable si iy > 0.

3. Sipg >0, pu? —4duy < 0y py # 0, entonces (3.6) tiene un foco en el origen.
Estable si iy < 0 e inestable si g > 0.

4. 8ips >0y py =0 entonces (3.6) tiene un centro en el origen.
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@ @ @) !
| KEE

Figura 3.6: Retrato fase del sistema & = Ax en funcion de la traza y el determinante
de A.

La figura (3.6) resume el teorema anterior.

En este trabajo estabilizaremos globalmente el sistema
& = Ax + Bu

de manera que la estabilizacion se dé con focos (que no es la tinica manera), recordando
que, esta estabilidad se presenta cuando los valores propios del sistema son complejos
conjugados con parte real negativa, donde las trayectorias son curvas en forma de
espiral que convergen al origen conforme ¢t — oo.



Capitulo 4

Controlabilidad

Primero daremos la propiedad importante de un sistema de control y que jugara un
papel crucial en los sistemas de control que estudiaremos, asi como la estabilizacion
de estos sistemas.

A grandes rasgos, el concepto de controlabilidad, es la capacidad de mover un sis-
tema en toda su configuracién de espacios, usando solamente cierta manipulaciones
admisibles. Un ejemplo de variaciéon de la notacién de controlabilidad que ha sido
introducida en la literatura de sistemas de control es la controlabilidad de estado.

El estado de un sistema, el cual es el conjunto de valores de las variables del sistema,
describe completamente el sistema en cualquier momento dado. Es decir, ninguna
informacion del pasado de un sistema ayudara a predecir el futuro, si los estados en
el presente son conocidos. A continuaciéon daremos una definiciénd de controlabilidad
de un sistema.

Consideremos el sistema
t = Az + Bu (4.1)

donde A es una matriz real de dimension 2 x 2, z € R?, B € R?*™ y el parametro u
estd restringido a tomar valores en el cono U = R, es decir, en el primer cuadrante

de R?

Definicién 4.1. Diremos que el estado x; del sistema anterior es controlable (con
control positivo) en t = ty, si toda condicion inicial xoy puede ser transferida a xq
en un intervalo de tiempo finito, para algun control u(t,zq) (positivo). Si todos los
estados de un sistema son controlables, diremos que el sistema es completamente
controlable (con control positivo), o simplemente controlable (con control positivo).

21
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4.1. Condiciones de Brammer

En el seguimiento de la teoria, el desarrollo de este trabajo se basa sobre el sistema
de control (4.1) para el cual el desarrollo se sigue de las siguientes condiciones.

El presente resultado, demostrado en [2], d4 una caracterizacién de los sistemas CCP
(Controlables con Control Positivo).

Teorema 4.1. FEl sistema (1.1) es CCP si y sdlo si

a) La matriz de controlabilidad s = (B AB ... A" 'B) tiene rango n.
b) No existe vector propio real v de AT que satisfaga que el producto escalar

v'Bu <0
para todo u € R}

(a) y (b) seran llamadas la primera y segunda condicién de Brammer, respectivamente.

4.2. Otra Caracterizacion de Controlabilidad

El inciso (a) del teorema (2.1) nos da una caracterizacién completa de los sistemas
controlables. En los siguientes resultados se trabaja con el teorema de Brammer ya
que es una fuerte herramienta para caracterizar algunos sistemas en forma particular
para estudiar sistemas lineales con control restringido.

De todo el conjunto de sistemas CCP, se estudiaron aquellos en que la matriz A tiene
una forma muy particular, y se establecieron condiciones necesarias y suficientes sobre
la matriz B para asegurar la controlabilidad con control positivo. Los 4 caso que se
estudiaron fueron:

1. Un valor propio real repetido en forma diagonal

A= (3 g) (4.2)

2. Un valor propio real repetido

3. Valores propios reales diferentes

A= (Aol AOQ) (4.4)
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A= <g _j) (4.5)

Los resultados (para R?) que se obtuvieron en [4] son los siguientes:

4. Caso complejo

Proposicién 4.2. FEl sistema de control & = Az + Bu, con A de la forma (4.2), es
positivamente controlable con 3 controles si y solo si B tiene rango 2 y existe una
columna by, de B tal que

3
b, = Z Cjbj ¢ < 0
7k
Proposicién 4.3. El sistema de control & = Az + Bu, con A de la forma (4.3) es

controlable con control positivo si y solo si en el ultimo renglon de B hay dos entradas
de signo opuesto.

Proposicién 4.4. El sistema de control & = Ax + Bu, con A de la forma (4.4) es
controlable con control postitivo si y sélo si en cada renglon de B hay dos entradas
de signo opuesto.

Proposicién 4.5. El sistema de control & = Ax + bu, con A de la forma (4.5) es
controlable con control postitivo si y solo si el vector b # 0.



Capitulo 5

Diseno de Estabilizadores Globales
Positivos para Sistemas Lineales en
el Plano

Iniciaremos con los sistemas lineales de la forma (4.1) donde rang(B) = 1, en esta
seccién solo se estudiarén los sistemas con A de la forma (4.3), (4.4) y (4.5), los
sistemas con A de la forma (4.2) no entran aqui ya que es necesario que rang(B) = 2,
por la proposicién (4.2).

A demas, en cada sistema de control se da una matriz B y para esta se propone una
matriz K.

5.1. Sistemas Lineales con rango(B) =1

5.1.1. Caso 1. Un wvalor propio real repetido

Consideremos el problema de estabilizar el sistema

(2) —A (ﬁ;) + Bu(ay, )

mediante una realimentacién u(zy,x2) > 0, donde

. Al . b1 Cbl - T . 1{71 ]{32 I
Sl GV R IR R i 1
donde

bl.bl%() y c < 0.

24
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Nuestro objetivo principal en este trabajo sera, determianar la matriz K de modo
que se estabilice globalmente el sistema.

Para continuar, nétese que se cumple la hipotesis de controlabilidad para este caso,
pues en el ultimo renglén de B hay cambio de signo (b2)(cby) < 0.

Por notacién, diremos que A;; es la matriz que resulta de realimentar el sistema con
la aplicacion del i-ésimo control y j-ésimo contro respectivamente.

Tomemos ahora el sistema realimentado pero con un solo control, es decir, las matri-
ces, Ay v As.
Ahora bien

Al by cb ki k A+ bk 14+ bk
_ T _ 1 Ch 1 R2\ 1R1 1R2
A=A+ BK _(0 A)+(b2 cbg) (o o)_( boky /\+b2kz)
Al by cb 0 0 A+ bk 14 bk
_ T _ 1 Ch _ 1R1 1R2
A=A+ BK; = (0 /\) * (b2 cbg) (%kl %1@) - ( boky )\+b2k2)
es claro que A + BK! = A+ BKY, asf que A; y A, tienen el mismo polinomio

caracteristico

Pa,(X) = Pay(X) = X2 — tr(A)X + det(A;)

Ahora, del teorema (3.1), para tener estabilidad, se requiere que
tr(A;) <0 y det(A;) >0
de modo que, consideremos p; > 0y ps > 0 tal que
tr(A;) = —p1 y det(Ay) = pa, (5.1)
mas aun
tr(Ay) = tr(As) y det(Ay) = det(As)
asi que, basta con considerar inicamente (5.1). Entonces

2\ + blkl + bgl{ig = —D

) B (5.2)
A"+ Ab1ky — Dok + Aboky = po

Més brevemente, tenemos que (5.2) se puede representar matricialmente como

by by ki (—p1—2)
(Abl b Abg) (1@) = ( Py — X2 ) (5:3)
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luego

by ba \ o Y .
det ( by — by Abz) =b,#0 por hipdtesis de controlabilidad

de manera que podemos aplicar inversa en ambos lados de (5.3), para tener que

A _ 1 _ A Hpi+pe
ki) b —p1 —2A\ , b
- —b2 1 2 — | X%bi+N b1 p2—bapi —2)b.
kz _IT g Po — A\ 1+ 1p1+b12p2 2P1 2
2

finalmente;
A2 Apitpe A2b1+Ab1p1+b1p2—bap1 —2Ab2
T\l Lk, ) T\ _1XHApidpe 1A% Abipi+bipa—bopy —22by :
1 2 - - ]
c c c bo c b3

ya que tenemos la matriz KT, recordemos que A + BK] = A + BKY de tal forma

que
Al _ A1 N by cby . )\2+/\b]Z1+p2 )\2b1+>\b1p1+bb1%p2—132p1—2)\172
0 A bg CbQ 0 0

A2+ A2b1+Ab b1pa—bapi —2Ab
\ — blw 1+ b, 1+Abip1+ 1p2—bap1 2
bo b
Al - A2 -

2
2 A2b1+Ab1p1+b1p2—bap1 —2Xb
Ap1 — A2 — py )\ 4+ AlbidAbipy b1%p2 2P1 2

tiene valores propios

1
X1,2 = —5 (pl + \/P% - 4172) (5-5)

Aplicacién de los controles

Entonces ya tenemos definidos nuestros controles u; y us, pues
I Uq kl k2 I
es decir

uy (1, x2) = k11 + koo

1
U (1, x2) = - (k11 + koxs)



5.1. SISTEMAS LINEALES CON RANGO(B) =1 27

asi que u; y uo se anulan en la misma recta, es decir u; = 0 = kjx1 + koo = 0, de
modo que la recta de cambio sera

ki
Tog = —75—I

ks

mas aun

U1 Z 0 si k)ll'l + k?QCL’Q Z 0
u =
U9 Z 0 si k’lflfl + ]{521'2 S 0

Ejemplo 5.1.1. Consideremos el sistema de control

Zo)  \0 2) \2y 3 —6 b
donde py = 1 y py = 3 (elegidos a conveniencia para asequrar que el discriminante
de (5.5) sea negativo) ademds de acuerdo al planteamiento anterior ¢ = —2, entonces

por (5.4) se sigue que
_9 _1
o
1 8

los controles son

9 1
Uy = —§.CE1 — 1272
1
U = Zl’l + gl’z

notese que

w1 (1, x2) > 0 en el tercer cuadrante
us(x1,x9) > 0 en el primer cuadrante

luego, tenemos que los controles se anulan en la recta xo = —18x1, de manera que la
aplicacion de los controles queda de la siguiente manera

( ) ui(xy,x9) >0 por debajo de la recta xo = —1814
u(xy, o) = .
b us(x1,29) >0 por arriba de la recta xo = —18x;
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3 T2

24 To
A

]

1 / Ty

2

el

EE

54

-5

7 : : : .
-2 1 ] 1 2 3

Figura 5.1: En esta simulacién tomamos como condicién inicial zo = (2,2), donde
podemos observar que la convergencia de la solucion se da suavemente, entonces,
podemos suponer que la recta ro = —18x; no existe.

5.1.2. Caso 2. Valores propios reales diferentes

En este caso, estudiaremos los sistemas de control donde la matriz A es de la forma
(4.4). Cabe mencionar que, el procedimiento que se sigue (de aqui en adelante) para
encontrar la matriz K7 es similar en cada caso.

Consideremos el sistema de control

(2) —4 (2) + Bu(ay, )

. /\1 0 . b1 Cb1 o . k‘l ]CQ T
A= (0 )\2> , B= (b2 Cbg) y u(ry,2) = Ko = (%]ﬁ %b) ($2)

c<0 y)\l%)\g

Por hipétesis de controlabilidad, consideremos que b; # 0, tal que b;(ch;) < 0 con
1=1,2.

donde

con

Anélogamente como en el caso anterior, se verifica que

Ay = A+ BKT = A+ BK! = A,.
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Haciendo algunos calculos

_ )\1 0 . b1 Cb1 /{31 ]{32
A1_<O /\2)+B_(b2 Cbg) (O 0)

(M bk b1ks

o bgk)l /\2 + ka?Q

similarmente, sean p; > 0 y ps > 0, tal que

tr(Ay) =tr(As) = —py y det(Ay) = det(Az) = pa

entonces
)\1 + blk’l + /\2 + bgk’g = —DP1
A1 Ao + Aboks + b1k Ao = po
equivalentemente
biki 4 boko = —p1 — A1 — Ao
Abaka + bikiAg = pa — Mg
matricialmente;

b ba k1 —p1— A1 — A2
= 5.6
(51/\2 52/\1) (k‘2> ( P2 — A ) (5.6)

considerando que

det b b2 = biba(A\1 — A2) £ 0 por hipétesis de controlabilidad .
biAa  bog

Podemos aplicar inversa en ambos lados de (5.6), luego entonces

M 1
(k’l) — bl()q;)a) _m (_pl — A — )\2>
k2 Thoun) bOu—a) P2 — Ao
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Ahora bien

_ Aipi+AT4pe A2p1+A2+p2
KT _ kl k2 _ b1(A1—X2) b2(>\1—)2\2) (5 7)
lkl lk2 1 ApiA P2 1 Aepi A3+ ’
¢ ¢ ¢ bi(A1—A2) ¢ ba(A1—A2)

de forma que la matriz A; y As tienen el mismo polinomio caracterististico

Py, (X) =X>+pi1 X +p2

1
Xig= 5 (pl +/pi — 4]72-)

Tomemos la asignaciéon by = by = b, p; = 4p, P =5p*, (p>0) y Ay = A\ + 1, de
forma que reescribiendo (5.7) se obtiene

con raices

AM1p+A3+5p? AN1pHAp+AT 201 +1+5p
T __ b -
K 14p+A3+5p7 1 4/\1p+4p+>\?+2>\1+1+5p2 (5'8)
c b c b

Nétese que (5.8) estd bien definida, pues b; # 0.
Ahora, tenemos que con la matriz (5.8), A; = A, tienen raices complejas
XLQ = —p(2 :l: Z)

Luego, los controles son de la forma

U1(£C1,1U2) = kyz1 — kaxo

1 1
U2($17$2) = E(kll‘l - k2$2) = Eul

Por otro lado, de (5.8), tenemos que la recta donde se anula el control u; es

k‘l 5p2 + 4p)\1 + )\% "
= — =
ks ' PR 4 Aph +Ap+ A2 4+ 20 + 1

1= My

donde



5.1. SISTEMAS LINEALES CON RANGO(B) =1 31

O<m<l1

Se desprende de aqui, que los controles se aplican de la siguiente manera

{u1(931,$2) >0 por debajo de la recta xo = ma;
u =

us(x1,22) >0 por arriba de la recta xo = ma;

Ejemplo 5.1.2. Consideremos el sistema de control

21\ (1 0\ (a1 1 -1
()= (0 8) ()« (0 5o
donde, por el planteamiento anterior c=-1.

De (5.8) se sigue

los controles son

es decir;

uy(xy, x9) = 311 — T2

UQ(JIl,[EQ) = —3ZE1 + 7[[‘2

de modo que los controles positivos son,

1
ul(xl,xg) = 5(31‘1 — 7%2 + ‘31’1 — 71‘2’)
1
Ug(l’l, l’g) = 5(—3ZE1 + 7ZE2 + |—3$1 + 7.132')

Notese que uy(x1,x2) se aplica por debajo de la recta xo = %xl, miestras que us (1, Ts)
se aplica en la recta xo + %xl > 0. Ver figura (5.2)
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5+ o
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Figura 5.2: Simulacién donde se tamé la condicién inicial zo = (2,2).

5.1.3. Caso 3. Caso complejo

En este caso se hace referencia a las matrices del sistema de control (4.1), cuya matriz
A tiene un par de valores propios complejos. Las condiciones que se establecen para
controlar al sistema con estas caracteristicas caen sobre la matriz B.

Consideremos el sistema de control

donde

A= (_O‘B g) b= (Z;) v u(zr, 22) = K7 (2) — (k1 ks) (2) b0

Este sistema es controlable con control postivo ya que cumple la hipdtesis de contro-
labilidad.

Tomemos el sistema realimentado
p=A (V) = (A+ekT) (1) = ° BY L (0 (k1 ko)) (T
! i) To —ﬁ (0% b2 ! 2 i)

A — O{+b1k?1 ﬁ—f-blkg
L _B+b2k51 a—l-bgk‘g
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le corresponde el polinomio caracteristico

Py, (X) = X2 — (2a + boky + biky) + a® + aboky + abiky + 3% — Bbok; + Bbiky
de manera que para tener estabilidad

tr(A+bK") <0 vy det(A+bK") > 0.
Sea p; > 0y py > 0 tal que

20 + bgk’z + blk’l = —P1
o® + aboky + abiky + 3% — Bboky + Bbiks = po

es decir
kaQ + blk}l = —pP1— 2c0
aboky + abiky — Bboky + Bbiks = ps — a® — 37
matricialmente
b1 bQ kl _ —P1 — 204 (5 9)
aby — Bby  aby + Bby ko p2 —a? — 3 .
luego

by by

_ 2, 12 o .
det (ab1 ~ Bby aby + 551) =0 (b1 + b2) #0 por hipotesis de controlabilidad

aplicando inversa en ambos lados de (5.9), tenemos que
baa+b13

b
(/ﬁ) NG CE) ( —p1 — 2a )
= | —bro+b:8 by 232
k2 ﬁ(b%-&-b%) ,B(b%—l-b%) P2 « B

de forma que K7 es

kq 1 —by (ap1 + & + py — %) — by (Bp1 + 2604))
()= 5 ( 10

ky) ~ by (ap1 + &2 + p2 — 52) — by (Bp1 + 20a)
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con esta K, tenemos que la a matriz A; le corresponde el polinomio caracterististico

Py, (X) = X?+pi1 X +pe

1
X1,2 = -z (pl + \/]9% - 4]92)

Ahora hay que ver donde u(x1,23) = kixy + koxe > 0, para esto vemos donde
u(zy, x2) = 0.

asi que tenemos raices

\V)

Entonces
1
u(wy, T9) = —m (52 (Oép1 +a® +py — 52) — by (Bp1 + Qﬁa)) 1
1

+ (b1 (apr + @ + pa — %) — ba (Bp1 + 260)) 22 = 0

B (bF + b3)

lo cual nos lleva a concluir que u(z, x2) se anula en la recta

Ty = b (ap1 +o” P2 52) — b (ﬁp1 + 26a)x1 = mx (5 11)
by (ap1 + a? + py — B2) — be (Bp1 + 20«)

Cuidando que

by (apy + o + py — 32) — by (Bp1 + 28a) # 0.

Ejemplo 5.1.3. Consideremos el siguiente sistema de control

)= () () (o

nétese que o(A) = {1 +4}, luego, de (5.10) tenemos que
2

(ht, ko) — (g,—s)

de manera que el control u(xy,xy) = %xl — 3x9 se anula en la recta

To = —I1
2
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y el control positivo es

1/3 3
U(l‘l,ZL’Q) = 5 <§l’1 - 31’2 + ‘51‘1 - 3(132

)

observese que u(xy,x9) > 0 por debajo de la recta xo = %xl.
luego, por debajo de la recta actia el sistema

@)=G )G

que no esta en forma canonica.

1 -1 -1
-1 (2 _
r ( —g)P (1 —1)

entonces, por debajo de la recta actia un sistema que esta en forma candnica.

pero existe P, tal que

5
FE
E
ek
14

14
24
.34
-4

Figura 5.3: En esta simulacién se oberva que la solucién que inicia en xg = (0, —2) se
va al origen.

5.2. Sistemas Lineales con rango(B) = 2

Para generalizar el método de estabilizacién aplicado en estos sistemas, consideremos
la siguiente dindmica.
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Sean {C4,Cy,...,Cy} conos con con vértices en el origen, tal que R* = (J;_, C;.
Consideremos los sistemas lineales de la forma

T = Ax para x € C} 1=1,2,... k.

tal que Az = Ai+1 siz € CZ ﬂci+1, y te [O,T] = [O, Tﬂ U [Tl,TQ] U e U [Tk717T] .
Supongamos que cada cono C; es no invariante, y que el tiempo de transicion en cada
cono Cies T; —T; 1, donde To =0y T, =T.

A demaés

— AT

T Zo

— A2T2

T2 x

(5.12)

T = eA’“Tkxk_l
Con base en esta descripcién, consideremos el siguiente lema.

Lema 5.1. Dada una condicion inicial xy € Cy()Co, consideramos la sucesion de
puntos {xg, x1,..., Tk}, generada mediante las operaciones (5.12);

donde
et = Qe Q; para toda, i =1,2,....k

de manera que para alguna i, suponemos que

i o (Cos(Bit) —sen(Bi)
elit — ¢ (Sen(ﬁit) cos(it) ), con a; < 0.

tal que

At —1_Jit T,
le@ia]] = |7 e™ Quina] < e

Q| 11Qsll V2 lzizi || = e M; [|zs_1 |

entonces, para M arbitraria y |o;| > 0 suficientemente grande, logramos que
e iV < 1
tal que

[kl < e M o]

Demostracion.
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Se M; = HeAiTi

, consideremos la sucesién de puntos de la forma (5.12), se tiene que

o[l < [l [ Nzoll = My [laoll

w2l < [[e=™ [ 1]l = Mz [l

sl < (e || llan- ]l = My g
més aun, de (5.12) se tiene que,
Ty = eA’“T’“xk_l = eMTeeAe—1Th-1g, ) = ek eAr-1Th-1 €A1T15(]0
lo cual implica que
lzwll < [l [ et fle ™ | lol (5.13)

por hipdtesis, para algin ¢ se cumple que

o =aremai=gpren (TG ) o <o

dado que
‘ ‘ ediTi

< STV Il

se sigue de (5.13) que
k| < e Tiv/2M My . .. My, |20

Sea M =+/2 MM, ... M,
de manera que eligiendo |a;| > 0 suficientemente grande, tal que e* i M < 1

se tendra que

a;T;

k]l < e M [lzo]| < [lzoll

5.2.1. Caso 1. Un valor propio real repetido en forma diag-
onal

Consideremos el problema de estabilizar el sistema donde ademads de considerar A
también se considera la matriz B.

T T
(1‘;) _ 4 (x;) + Bu(z1, 72) (5.14)
donde
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ki ko
. )\ O i b1 —bl O o Z1
A= (O )\), B = (bg 0 —bg) y u(wl, IL’Q) = k3 k4 (l’g) A>0

notese que B cumple con la hipdtesis de controlabilidad.

Veamos que el sistema (5.14) es controlable con control positivo, para esto, verificamos
que se cumplen las dos condiciones de Brammer con la condicion de:

u:(uluzu;J,)TeU:Rf’r

En efecto, la primera condicion de controlabilidad de Brammer es inmediata ya que
el rango(B) =2. La segunda condicién dice:
No existe vector propio v de AT que satisfaga que el producto escalar

vI'Bu<0

para toda u € U.
T .
En nuestro caso tenemos que v = (v; vy)" es cualquier vector, entonces

Uy
B b —b 0
<'U, BU> - (Ul UQ) (b2 0 _b2) U2

us
= U1 (bl’Ul + bgvg) — bllLQUl — bQUg’UQ

es claro que este término puede cambiar de signo al elegir valores apropiados para
(u1 ug ug)” € R3. Por lo tanto, el sistema es controlable con control positivo.

Por otra parte, si tomamos las matrices A9, A3 y Ass, tal que para tener estabilidad
en cada sistema

tr(App) = —py det(As2) = p2
tr(Awz) = —ps3 det(Ai3) = pa
tr(As) = —ps det(Ass) = pe

conp; >0 (:=1,2,..,6).

Consideremos el sistema de ecuaciones

t’l“(Alg) —P1
tr(Aiz) = —ps
tr(Ass) = —ps
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Para este sistema se encuentra que

. 2\+2bo2ka+p1 kQ

Qb&
KT = iz ko |- (5.15)
ks P1+2A

2bo

En el proceso algebraico para encontrar KT se considera que p; = p, = p3 para
simplificar términos.

Realimentamos el sistema (5.14) con la matriz (5.15) y consideramos las matrices
Aja, A13 y Assz. Para estas matrices consideremos sus determinantes, de manera que

det(Aiz) = po, det(Arg) = pa y det(Asz) = pg D2, P4, 6 > 0.

Haciendo algunos calculos se llega a que

)\2 + )\(blk'l — blkg -+ bgk’g) — blkgbgkz —+ b1k4b2/€1 = P2
22 + )\(51]?1 + boky — ka’ﬁ) — bakybike 4 bakiboks = y2
A+ A(—biks — bakg) + bok1bske + bok1byks = ps

Considerendo que
1 1
—A2 + App — Aboky — §b2k2p1 — Abgky — k4b§k2 — §b2k4p1 = P2

1 1
Absks + Sbakaps + Zp% + bobrkaks = py

1
N+ A=p1—2)\) + Z(pl + 2X)? — bob1 kyks = pe

es decir, los determinanates quedan representados en términos de p;, méas aun, de-
spejando las variables conocidas, tenemos que

1 1 + A2 =)\
ks = Shapy = ey — kabaks — Skipy = Zhb—Qpl (5.16)
1 — 1]
Nz + Shap + bikaks = p‘*b—;pl (5.17)
_ 1,2
heaks = % (5.18)
asi que, podemos suponer que en (5.18)
_ 1,2
by = — L0y k= _Pe T aPt
bg Tbl
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sustituyendo ks en (5.15) llegamos a que

T(P% — 4py)
bo(—4Ar — 2p17r + 4ps — p?)

ky =
con
—4Mr —2p1r 4 4pg — pr #£ 0

de manera que sustituyendo ko y k4 en la acuacion (5.14) podemos fijar el valor
del parametro r, conviene mencionar que en el proceso algebraico que se sigue para
encontrar el valor del parametro r, consideramos que p; = Ay ps = py = pg = A
(por simplicidad), concluyendo que

r= 2(\/2_—3)

Entonces, reescribiendo (5.15) con la asignacion de las variables ks, kg v k5, tenemos

C\2V21-9 A _V21-3
2

. kv ke b (v21-5) w(fj—@

_ — 3 AvV21-3

KT = Zg 124 = 2y e (5.19)
5 e b2 (V21-3)) %y

Ahora, observemos que, en el preceso que se siguié para encontrar (5.15) se considera
P1 = P3 = D5 Y P2 = P4 = Ps, esto nos lleva a concluir que Ao, A3 v Agz tienen el
mismo polinomio caracteristico

PA12(X) :X2+p1X + D2

de modo que estas matrices tienen raices

1
X1,2 = —5 (pl + \/p% - GP2)

es decir, cada matriz tiene raices con parte real negativa, pero mas aun, es posible
representar p; y po en términos de otras variables para asegurar que las matrices
tengdn valores propios complejos (que seria lo conveniente en cada sistema). Para
esto consideremos la siguiente asignacion,

m=X vy p=0k>  NkE>0

de tal manera que ahora tenemos los siguientes valores propios

e
Xy = —7(1 + /31),
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con la asigancién para los parametros p; y ps, las acuaciones (5.16), (5.17) y (5.18)
quedan de la siguiente manera

1 1 NE+E+1
—)\kg — _k2p1 — )\]{Z4 - ]{Z41)2]€2 — —/{74]?1 = ( ) (520)
2 2 b
1 — ip?
)\kg + §k2p1 + blkzkg, = ]% (521)
2
IN2E?
—kaks = .22
T (5:22)
andlogamente, en (5.22) reasignamos valos a ky y ks
r 3N2E?
ky=—#0 ks = —
4 by # y 5 by

Dado que tenemos una nueva reasignaciéon de variables, es de esperarse que el pardmetro
r tenga otra expresion. Despies de unos pasos algebraicos se llega a que

N e
A AV L dk 4
1 R hrl T gvBE AR

T =

reescribiendo (5.19) tenemos

X 6k—2Q(k2+k+1)+12k%45k34+4 A2 k+2-Q

b1 W*(2+k)Q ba 2W*2Q(k+2)

KT — )\(k+2) _)\(k+2—Q) (5 23)
2b1 4bo :
3Ak? A(k+2)

b1 (2+k—Q) 2b2

donde
Q=VI3k2+4k+4 v W =T7k"4+4k+14

de forma que con esta K7 veremos como son los valores propios de las matrices Ao,
Agz y Ass.
Calculando A;2 tenemos

X 6k—2Q(k?+k+1)+12k45k344  3Ak2  k+2-Q

b W—(2+k by 2W—-2Q(k+2
A= (" )4 (b0 =0 O 1 Az * N
0 A bo 0 —bs 2b1 4by
0 0
b by 3Ak2(E+2—Q
_ <>\— INk+2) - AL )b (/c+2_32)(: é@) (st ))
bs M 3 +2—
_)‘ﬁﬁl A+ No

donde
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Ny =4+ 4k — 2V/13k2 + 4k + 4 + Tk? — kV13k2 + 4k + 4
Ny =8+ 8k — 4V 13k2 + 4k + 4 + 14k* — 2k 13k2 + 4k + 4
M = 6k — 2kV/13k2 + 4k + 4 — 2k>V13k2 + 4k + 4 — 2V13k2 + 4k + 4 + 12k> + 5k% + 4

de manera que el polinomio caracteristico de A5 tiene raices

Xyp = —%)\k: (1 + \/§z> (5.24)

Similarmente, se verifica que los polinomios caracteristicos de las matrices Aoz y Aqs
tienen las mismas raices.

Al aplicar un solo control obtenemos las matrices A;, As y As. Veamos ahora como
son las raices correspondientes a los polinomios caracteristicos de estas matrices.
En efecto, tenemos que

A 6k—2Q(k*+k+1)+12k2+5k3+4  3MK2  k+2-Q

A - (MO by —bi 0 T b W=(2+k)Q by IW—2Q(k+2)
o a) e 0 b 8 8

(A=A BARRARS
T\ oAkl ke

de manera que el polinomio caracteristico de A; tiene raices

1
X = —=\k

2
Xy =\

(5.25)

Andlogamente, se encuentra que el polinomio caracteristico de A, y As tiene raices de
la forma (5.25). Es decir, se obtienen dos raices reales, una negativa y otra pasitiva.

Para verificar que el cono donde se aplica solo un control (Ver figura (5.4)) es no
invariante, tendremos que ver que, el subespacio inestable E* generado por el vector
propio v, correspondiente al valor propio X = A (que es el mismo para el polinimio
caracteristico de A;, Ay y A3) no cae en alguno de los conos donde actiia solo un
control, pues si asi fuera, las soluciones se pueden ir por ahi.
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El vector propio correspondiente al valor propio (real positivo) del polinomio carac-
teristico de Ay, Ay y Az es respectivamente

37.2b1 24k—Q
vy = (2 ba 4+6k+12k2+5k3—2Q(1+k+k2))

1
b1 2+k—Q
U2 pry <2b2 1k+2 )
e — (-6,jgb2 (4 + 4k — 2Q + k% — kQ))
3 1 .

4 u u u
M4ds adelante veremos como quedan representados £y , Ej vy Ey..

Aplicacién de los controles

Recordemos que

U1(931>$2) ki ko T
U($1,$2) = U2(9€1>$2) = | ks Ky <x1>
U3<$17 1172) ks ke 2

de manera que los controles son los siguiente

A6k —2Q(k* + k +1) + 12k* + 5k° + 4 3N k+2-Q

(@, 7) = —¢ W—2+kQ U AW 2k 1 2)
Ak +2 AME+2—
1 2
3Nk? Ak +2
U3($1,$2) gxéa

R e T

ya con los controles definidos, tenemos que las rectas donde se anulan los controles
U1, Ug Y Uz son respectivamente:

by 36K B
SR T ARG Yo R
by (k+2)(k+2+ Q)
2 = _b_1 652 L1 = MaZy
bok+2+Q
Ty = =T = M3l

by 212+ k)
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notese que, si consideramos Z—f > 0 se tiene que

O0<m <1
me < 0
m3>0

esto puede verse rapidamente ya que
k42 < V13k?2+4k+4=Q. (5.26)

En caso de que Z—Z <0
1

my <0
me > 0
m3<0

de manera que, esto implica que la aplicacion de los controles se invierte.
En este trabajo consideramos solo el caso Z—f > 0, ya que el otro caso es similar.

Volviendo con los vectores propios, podemos reescribir cada uno de estos quedandonos
de la siguiente manera

- (2)
- (2)

de esta forma, es facil verificar que los espacios inestables £ , E y EJ, correspondi-
entes a cada vector propio, se encuentran sobre las rectas donde se anulan los controles

respectivamente. Ver figura (5.4).

En este diagrama, observamos que los vectores propios, correspondientes al valor pro-
pio real positivo A caen en las rectas donde se anulan los controles, ahora probaremos
que dichos vectores no caen en los conos donde actiia un solo control y en consecuen-
cia, estaremos probando que los conos donde actia un solo control son no invariantes.
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N !
Maly EY

Figura 5.4: Aqui observamos donde actiia el sistema # = Bz, donde B es diferente

en cada cono, asi como los espacios inestables £ , Ej v Ey..

Para ver la prueba, consideremos lo siguiente.

Los espacios inestables E} de A; coinciden con la superficie de cambio ui(z1,22) =0
para i = 1,2,3. Sea C; el cono donde actia el control ¢ (para i = 1,2, 3), probaremos

que E} () C; = {0}.
Consideremos la prueba para i = 2, ya que en los otros casos la prueba es anédloga.

Sean v; = <n}c ) y vy = (Trlz ) los vectores que definen la frontera de Cs, tal que la
1 2

recta de pendiente m; es generada por el vector vy; considerando que

By, = {(z1,72) Jus(w1, 29) = 0},

multiplicando el grandiente de uy(x1,x2) por el vector v y vs se tiene que;

— 1
-8 (1)

ma
:—ll(k—Qm) (*+K+1)>0
3 k2b,
va que k — @ + 2 < 0.
Similarmente
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_ 1
Vug(xy,29) - v3 = (A(Z:IZ) _>\(/lezb21 q)) (mg)
A

=2— = (K> 4+ K+1
bl(k;+2)(k+ +1)>0

en otras palabras, dado que Vug(z1,x9) - v1 > 0y Vug(x1,22) - v3 > 0 esto indica
que el dngulo entre Vug(xy,z3) v v1 es menor de 90°, lo mismo para el vector vs.
Concluimos que E} (1Cs = {0} .

Para probar que E} ((Cy = {0} y E},(1Cs = {0} se sigue la misma idea.
Deducimos entonces que el cono donde actiia un solo control es no invariante.

Dado que ya tenemos los controles y las rectas donde se anula cada uno, ahora veamos
que un diagrama para representar la aplicacion de los controles es como la figura (5.4).

Primero con u.

Sea
f(k) =6k —2Q(k* + k + 1) + 12k* + 5k* + 4
glk)=W -2+ k)Q (5.27)
p(k) =2W —2Q(k + 2)
de modo que
A f(k) MNPk +2—Q
T b

Uy =

puede probarse que f(k) < 0 para toda k, es decir, probemos que f(k) tiene un maxi-
mo en k = 0. Para ver esto, primeramente calculamos la primera derivada f(k).

—/(13k2 + 4k + 4) (5k* + 8k + 2) + 26k3 + 24k* + 18k + 4
V(13k2 + 4k + 4)

£k = =3

luego

fL(k) =0 <= —/(13k2 + 4k + 4) (5k* + 8k + 2) + 26k° + 24k* + 18k +4 =0

usando cualquier paquete de matematicas se llega a que k = 0 es el tinico punto
critico.
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Sea h(k) = 338k* + 286k> + 228k? + 88k + 32.

Entonces tenemos que la segunda derivada es

h(k) — /(13K2 + 4k + 4) (16 + 65K + 72k? + 36k)
3
<\/(13k2 T Ak 4))

en efecto vemos que f2(k) se anula en k = 0, es decir, f2(0) = 0, pero esto no nos da
informacion acerca del punto critico, por tal razén seguimos calculando las derivadas
de f(k) hasta encontrar una derivada donde no se anule en k£ = 0.

Se encuentra que en f(k) ocurre que f°(0) < 0, pues

P2 = —6

2535k + 468k® — T76k* — 80k + 16

fO(k) = —311040 -
(\/(13k2 Tkt 4))

donde
f°(0) = —311040
@)

Dado que f%(k) es una derivada par y f¢(0) < 0 se concluye que en k = 0 se presenta
un maximo, lo que implica que f(k) < 0 para toda k. Ver figura (5.5)

Figura 5.5: Grafica de f(k).

Ahora con g(k) =W — (2+ k)Q.
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Usando el mismo razonamiento anterior, se encuentra que g(K) tiene un minimo en
cero, pues, g*(0) > 0 (como es una derivada par y mayor que cero, entonces hay un
minimo.

Figura 5.6: Grafica de g(k).

Andlogamente, para p(k) tenemos que

—(Tk + 2)+/(13k2 + 4k + 4) + 13k* + 16k + 4
V(13K + 4k + 4)

de modo que el inico punto critico es k = 0.

p'(k) = —4

M4s aun, p?(0) = 0, y p*(0) = 0, mientras que p*(0) # 0. Pues

26k> —2
pt(k) = —13824 Ok + 3k -
<\/(13k:2 Tk T 4))
asi
. —2
p*(0) = —13824———— >0

@)

p*(k) > 0 por lo tanto presenta un minimo en k = 0, por lo tanto p(k) > 0 para toda
k. Ver figura (5.7)
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Figura 5.7: Gréfica de p(k).

Resumiendo, f(k) <0, g(k) > 0y p(k) > 0 para toda k.

Con estos resultados es mas fécil verificar donde actia u;(z1, z3).

Si consideramos el punto (0,-1) (que es un punto por debajo de la recta o = mix;)
entonces u1(0, —1) > 0, dado que u; se anula en xy = mixy entonces u; actia por
debajo de esta recta.

Para uy (21, x9) consideremos un punto por arriba de la esta recta xo = maoxs (que es
la recta donde se anula usy), por ejemplo (1,0), entonces uy(1,0) > 0, de lo cual se
concluye que us actiia por arriba xo = mox;.

Para us(xs, z1) considermamos el punto (0,1) (que es un punto por arriba de la recta
xre = maxy), para tener que uz(0,1) > 0, asi que ug actia por arriba de la recta
To = M3x.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos el siguiente sistema
21y (2 0\ (x 1 -1 0
() =62 () (0 )t

_927-6v21 —3+21
15—3+/21 —5+v/21

por (5.23)

K = 3 -3+ 2V21
6
3—v21 3

de modo que los controles son
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( ) 27 6v/21 L+ -3+ v21
ui(zy, ) = — x
Hh 15—3\/ 54421
ug (1, 9) = 321 — = —l— v 1
ug(zy, x2) = Lx + 3
3(T1, T2 3ol 1 2
que se anulan en las rectas
o & 0,20871x,
Ty =~ —3,79131‘1
To = 1,26381‘1
respectivamente.
3+ s
2 \
14 Ip
; -
T
14 0/
2
.3
-4 T T T 1
2 1 0 1 2 3
Figura 5.8: En esta simulacién se observa que la solucién que inicia en zy = (2, 1) se

va al origen.
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5.2.2. Caso 1. Caso especial

Como un caso especial al resultado anterior, vamos a considerar un sistema de control
donde no es sificiente 3 controles para estabilizar el sistema, veremos en esta parte
que hay casos donde se necesitan 4.

(i;) _A (2) + Bu(zy, )

Consideremos el sistema

donde
(75} ]{71 k}g
o A 0 . b1 Clbl b3 Cng . U9 . cikfl CL]{:Q al
A= (0 /\)’ B= (bg Clbg b4 Cgb4> Y u<3§’1,$2) - us - }Cg }64 i)
Uy ék‘:a ék@

con c; <0, cg <0.

Notese que ninguna columna de la matriz B se puede poner como combinacién lineal
negativa de las otras, por tal razon es importante considerar este caso.

Por hipdtesis de controlabilidad det (21 ZS) # 0.
2 U4

Tomemos el sistema realimentado con la aplicacién del primer y tercer control (que
equivale aplicar el segundo y cuarto control) para obtenar la matriz A;3. Se sigue que

A _ A . )\ + blkl + b3k3 b]_kQ + b3]{4
B boky + bsks A+ boko + bsky

Para tener estabilidad, sean p; > 0y ps > 0 tal que

tT(A13) =01y d@t(Alg) = P2

es decir
2)\ + blk‘l + bzk’z + bgkg + b4k’4 = —P1
A2+ (b1k1 + boks + bsks + byks) + brkibaky + bsksboko — bi1kobyks — bskaboky = po
o de igual manera

blkl + bgk’g + bgk’g + b4/€4 = —pP1 — 2\
A2+ X (byky + bokg + bsks + byky) + bikybyky + bsksboks — bykobyks — bskyboki = py
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sustituyendo la primera en la segunda

A2 4+ M(—p1 — 2X) + bikybyky 4 bsksboks — bikabsks — bskabaky = po
tal que

bik1byky + bsksboko — bikabyks — bskybaky = pa + Ap1 + A

equivalentemente

blb4 (k1k4 — kzkg) + b3b2 (/{ngg — k1k4) = P2 + )\pl + )\2
(kika — koks) (bibs — b3ba) = pa + Ap1 + A°.

Ya que rango(B) = 2, supongamos que det(B) = det (21 Z:s) £ 0.
2 04

Entonces deben de cumplirse el par de ecuaciones

P2+ )\]91 + A2
k1ky — koky = —————— 5.28
S det(B) (5.28)
blkl + b2]€2 + b3l€3 + b4/€4 = —P1 — 2\ (529)
para simplificar (5.28), consideremos la asignacién k; = k3 = detlm.
Entonces, las ecuaciones (5.28) y (5.29) equivalen a
k4—/€2:p2—|—)\p1+>\2
b1 + b3
boks + byky = —p1 — 2\ — ——~
2R2 + 04Ky D1 dei(B)
matricialmente
—1 1Y (ks P2+ App + A’
= . 5.30
(G ) () = (o o 530
tal que

det (71} =—by—by #0 (5.31)
by by
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condicién impuesta por la hipdtesis ki = k3 = #(B).

Como observacion, si by + by = 0, entonces consideramos la asignacion

_ _ 1
ki =—ks = —mmy

tal que las ecuaciones (5.28) y (5.29) equivalen a

—ky — ky = po+ Ap1 + X2
by — b3

boks + biky = —p1 — 2\
oK + 04Ky D1 +det(B)

de forma que

-1 1
det (b2 b4) = —b4 + b2 7é 0.

Consideremos el caso (5.31), entonces

-1 by 1
-1 1 — ba+ba  bs+ba
by b - ba _1
2 4 ba+bo ba+b2

tal que podemos aplicar inversa en ambos lados de la ecuacion (5.30), de modo que

det(B)(b4p2+)\b4p1+>\2b4+p1+2/\)+b1+bs
ko [~ (b11b2)det(B)
(k4) T | det(B)(bap2+Abapr+A2b2—p1 —2X) —b1—bg
(ba+b2)det(B)

entonces

det(B) (bapa+Abap1+X2ba+p1+2X ) +b1+bs

k, ko 1 B (ba+b2)det(B)

1 1 1 1 det(B)(b4p2+)\b4p1+>\2b4+p1+2>\)+b1+b3

ahoSke | o o (b1+02)det(B)

ks ky 1 det(B)(b2p2+>\62pl+)\252*p1*2>\)*b1*bs

ik3 Lk4 (ba+b2)det(B)

c2 ca 1 1 det(B)(b2p2+)\b2p1+)\2b27p172)\)fblfbg
o e (ba+b2)det(B)

finalmente, tenemos que si realimentamos el sistema con esta matriz, llegamos a que
las matrices A3 y Aoy le corresponden los valores propios

1 1 7
X1’2 = 5]91 :l: 5 p% — 4p2 (532)
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Ahora, si consideramos la aplicacién del primer y cuarto control (equivale a aplicar
el segundo y tercer control) tenemos que

A+ b1k + bsk biky + bsk
A14:A23:< 1k + 03k3 1R2 34)

bgkl + b4]{?3 A+ bgk’g + b4k‘4

de manera que es igual a la matriz que resulta al aplicar el primer y tercer control
(asi como aplicar el segundo y cuarto).
Concluimos entonces que el sistema realimentado es global asintéticamente estable.

Ejemplo 5.2.2. Consideremos el siguiente sistema

R [ R (A RO

donde ¢y = co = —1, py = 1 y po = 3 donde estos ultimos pardmetros se eligen a
conveniencia para tener el discriminante negativo (ver (5.52)).
Una simulacion para este sistema es la siguiente

Figura 5.9: Se observa como la condicién inicial en zg = (—2,0) se va al origen.

5.2.3. Caso 2. Un valor propio real repetido

Consideremos el problema de estabilizar el sistema

r=A <IL’1> + Bu(xl,xg)

T2
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donde

. Al . bl bg . T (T1\ _ k?l k’3 T
A= (02 o= ) o= () = (1) C2)

de acuerdo con la proposicion para este sistema con A de la forma anterior, la hipdtesis
de controlabilidad es que byby < 0.
Como en el caso anterior, consideremos las matrices

A=A+ BKT
Ay = A+ BKY

andlogamente tomamos las trazas y determinantes de cada una de estas matrices.
Recordemos que para tener estabilidad del sistema, tr(A) < 0y det(A) > 0. Asi que
sean p; > 0 (i=1,2...4)tal que

t?“(Alg) = 2)\ + blkl + bgk’g + bzkg + b4]€4
tT(Al) =2\ + blkl + bgkg = —D1
tr(Az) = 2\ + bsky + byky = —p2

Algo que debemos cuidar es que tr(Ajp) < 0, mas adelante se muestra que en efecto
tT’(A12> < 0.

Ahora con los determinanates.

Sea z = b1k + bsko + boks + byky, tal que

th(Alg) = )\2 + Az — bgk’l — b4]€2 + det(B)det(K)
det(A1> == )\2 + /\(bgk’g + blkl) — bgkl = P3
det(Ag) = N> + N(baky + bsks) — byky = py

si juntamos las ultimas dos trazas y los ultimos dos determinantes tenemos las sigu-
ientes 4 ecuaciones

2X\ + biky + boks = —py

2\ + bzky + bsky = —po
A2 4+ A(boks + biky) — boky = p3
A2+ A(baky + bsks) — baks = p4

equivalentemente
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biky + boks = —p1 — 2\

bsko + bsky = —py — 2\
(Aby — ba)ky — Aboks = p3 — A2
(Abg — by)ky — Abaky = ps — N?

para continuar, notemos que estas 4 ecuaciones admiten un representacion matricial
de la siguiente manera

bl 0 b2 0 ]{31 —pP1 — 2\

0 bg 0 b4 k‘g o —pP2 — 2\
)\b1 — bg 0 )\bz 0 k’g B P3s — )\2

0 )\bg — b4 0 )\64 k’4 P4 — )\2

reescribimos este sistema de la forma T'L = P, luego se observa que det(T) = (baby)? #
0 (por hipédtesis de controlabilidad), de manera que podemos aplicar T~ en ambos
lados quedandonos

1

k?l b1 0 bg 0 a —P1— 2\
k‘g o 0 b3 0 b4 —pP2 — 2\
kg N >\b1 — b2 0 )\bg 0 Ps — )\2
k4 0 )\bg — b4 0 )\1)4 P4 — )\2

lo cual significa que

_ Ap1+A2+p3 Ap1bi+A%b1—bopi —2Aba+b1p3
KT — (kl k3) — bo b2

2
k k . Ap2+A24ps  Apabz+A2bz—baps —2X\bs+b3py
2 4 ba bi

Tomemos la asignacién ps = py = a?p?, p1 = p2 v k = A% + A\p1 + p3, entonces K pasa

a Ser
k. kbi—ba(p1+2))
T _ b b3
K = _k kbg—b4%p1+2>\ (533)
ba b2

Recordemos que se tiene que verificar que tr(A3) < 0y det(A;p) > 0, pero si reali-
mentamos el sistema inicial, con K de la forma (5.33) llegamos a que

tT(Alg) = —2()\ +p1) <0

por otro lado

det(Ay2) = kg(det(B))Q_(?izigg&w”’\pl_%), con det(B) # 0
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es decir
det(Alg) >0 <— k2(d6t(B))2 > (b2b4)2(3/\2 + 2)\]?1 — 2]{?)

o equivalentemente

k*(det(B))? + 2k(babs)? > (babs)?(3M% + 2Ap1) (5.34)
donde k = A\? + Ap; + (ap;)?. Si elegimos pardmetros a y p; tal que ap; > A, entonces
se cumple (5.34) y entonces tenemos que det(A2) > 0.

Analogamente, podemos realimentar el sistema para obtener las matrices A; y Ay con
K de la forma (5.33), luego se verifica que estas matrices tiene el mismo polinomio

carateristico
Pa, (X) = X + Xp1 + a’p}

con raices
X1,2 = —%pl(l + m)
complejos si a® > %.
Aplicacion de los Controles
Los controles lineales son

k kbl — bg(pl — 2)\)

ui (21, T2) = — 11 5 7
b2 b2 (5.35)
k kbg — b4(p1 — 2)\) '
Ug(wl, .%’2) = —aﬂfg + b2 )
4

recordando que la hipétesis de controlabilidad en este caso es que byby < 0, entonces
podemos ver los siguientes dos casos:

Casoi). by <0y by >0

uy(x1,0) >0 para x; >0
u(z1,0) >0 para x; <0
Caso ii). by >0y by <0
entonces
u(z1,0) >0 para x; < 0
uy(z1,0) >0 para x; >0
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Ejemplo 5.2.3. Consideremos el sistema
Ty o 11 T 1 0
(- B

de (5.83) tenemos que
—4 2
T _ 3
K= (12 6 )

2
uy (1, 29) = —dy — 372

Ug(I‘l, ZL‘Q) = 121’1 + 61‘2

entonces

asi que uy Y us se anulan en las rectas

To = —61'1
To — —21’1
de modo que uy actia por debajo de la recta xo = —6x1, mientras que us actia por

arriba de la recta xo = —2x41. Ver figura (5.10)

I3

Ip

I

L B R =T T R SURN L |
. I P e |
[

Figura 5.10: La condicién inicial tamoda en esta simulacién es xy = (1, 1).
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5.2.4. Caso 3. Valores propios reales diferentes

Similarmente, estabilizaremos el sistema

T . gl
(372) =A ($2) + BU((L’l,.Z‘Q)
donde

o /\1 0 . b1 b3 . T (T1\ _ ]{71 k?3 T
A= (0 )\2)’ B = (b4 b4) y U(l’l,fﬂg) =K T2 N k’Q k4 )
con Ay # \o.

La hipotesis de controlabilidad para este sistema es b1bs < 0y byby < 0.
Analogamente como en los casos anteriores consideremos las matrices Ay, Ay v Aqo
que resultan de aplicar 1 y 2 controles, asi como la matriz que resulta al aplicar los 2
controles. Tenemos entonces

Ao — A1+ b1k + bgky biks + bsky
2\ boky +biks Ao A+ boks 4 byky

A, — A+ b1k b1 ks
! boky Ao + boks

A — A1 + bsks b3k
2 bk Ao + byky

Por otra parte, para tener estabilidad en se debe tener que det(A;z) > 0, det(A;) > 0
y det(Ay) > 0, también tr(Asp) < 0, tr(A;) y tr(A2) < 0. Entonces

det(Alg) = )\1>\2 + )\1[)2]{53 + >\1b4l€4 + )\2()1]{31 + )\ngk’g + det(B)det(K) >0
det(Al) = A A + Abaky + Aabsks > 0
det(Ag) = A2+ )\1b2k3 + Aabik1 >0

t’f’(Alg) =AM+ Ay + b1k + b3]€2 + bgk)g +bsky <0
tT(Al) = A + Ay + b3ky +bsky <O
t’I"(AQ) =\ + Ao+ b1k + b2k3 <0
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Sean p; > 0 (i = 1,2,3,4), tales que tr(A;) = —p1, tr(As) = —po, det(Ay1) = ps y
det(As) = py, de modo que tenemos las siguientes ecuaciones

t?“(Al) = )\1 + )\2 + bgkg + b4k4 = —D1
t?“(Az) = )\1 + /\2 + b1k’1 + bgkg = —DP2
det(Al) = )\1/\2 + )\1[)4]{74 + /\2b3]€2 = P3
det(Ag) = )\1)\2 + )\1[)2/{3 + )\2[)1]{1 = P4
matricialmente
0 b3 0 b4 k?l —P1 — )\1 — )\2
bl 0 b2 0 kz . —pP2 — )\1 — )\2
0 bg)\g 0 b4)\1 kg o P3 — )\1/\2
bl/\g 0 b2>\1 0 ]{?4 Pa — )\1/\2

que es una transformacion de la forma B*K* = P, luego
det(B*) = b1b2b364()\2 — )\1)2 7é 0

Aplicando (B*)~! en ambos lados de la ecuacién tenemos que K* = (B*)™' P, asf en-
contramos la matriz K7. Para simplificar, tomemos p; = p, v p3 = p4 tal que

Aip1+A3+ps  depi+A3+ps

T (A2—A1)b1 (A2—A1)b2
K = Api+A3+ps depi+A3+ps (5.36)

(A2—A1)b3 (A2—A1)bs

Ahora, mostraremos que tr(As) < 0y det(A;z) > 0.

Para ver que tr(A;z) < 0, notemos que dado que tr(A;) < 0y tr(Ay) < 0, se sigue
que tr(Az) < 0. Por otro lado tenemos que det(A;2) > 0; se verifica que

det(A12) = P3 —|—p4 — )\1)\2 + det(B)det(KT)
puesto que ya tenemos KT y B.

(b1bs — bob3)?

det(K")det(B) = (\py + A2 o1 + )
et(KT)det(B) = (ups + N + pa) Qaps + 43 + o) o=

de manera que para lograr que det(A;3) < 0 basta con escoger p; = ps y p3 = P4
suficientemente grande, por ejemplo

p3 > maﬂf{’)\lpﬂ ) |)\2p1\ ) ‘)\1>\2‘}
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Aplicacién de los controles

Finalmente tenemos definidos nuestros 2 controles

iy (21, 29) = Aip1+ AT+ ps I Aop1 + A3 + ps .
141, L2 ()\2 — )\1)()1 1 ()\2 — )\1>b2 2

us(1, 73) = AMp1 4+ AT+ ps _ Aop1 + A3+ ps .
2(T1, T2 Do — A\ by 1 Ow =\ )bs 2

es decir, u; y ug se anulan en las rectas

oy — (Mip1 + AT+ p3)b2$1 —
(A2p1 + A5+ p3)b (5.37)
g — (Aip1 + AT+ p3)b4x1 S
(A2p1 + A3 + ps)bs
Observacion ) )
- (A1p1 + AT + p3)°baby -0 (5.38)

(Aap1 + A3 + p3)2b1bs

es decir, para tener (5.38) se tienen dos casos
my <0, myg <0 0 mq > 0, mgy > 0.

Casol. m; >0 ymo >0
Sim; >0 ym2>0:>b1b2>0 yb3b4>0

Subcaso 1.1 by >0 y b >0
Por hipdtesis de controlabilidad b3 < 0 y byby < 0. De manera que el subcaso 1.1
implica que b3 < 0 y by < 0, entonces

s (21, 3) = 1 Aip1 + AT+ ps o Aop1 + A3 + ps .

En caso de tener Ay — A\; >0

uy (21, 22) >0 por debajo de la recta Ty = M2

ug(z1,x2) >0 por arriba de la recta Ty = Moy

Ahora supongamos que my > may, la figura (5.11) ilustra lo anterior.
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Ty

+ =Aix

M9 7]

e =Air

Figura 5.11: En esta imagen se observa donde actia cada control, donde la franja gris
representa la region donde actian estos. Este diagrama ilustra el caso Ag — Ay > 0,
en caso de que Ay — Ay < 0, la aplicacion de los controles se invierte.

Subcaso 1.2 by, <0 y b; <0.
Analogamente, por hipotesis de controlabilidad b1b3 < 0 y boby < 0, es decir by > 0
y by > 0, de forma que la aplicacion de los controles es como la expuesta antes.

Caso 2. m; <0 y mo <O.
Sim1<0 ym2<0:blb2<0 yb3b4<0.

Subcaso 2.1 by, >0 y b; <0.
En este caso, la hipdtesis de controlabilidad implica que b3 > 0 y by < 0, de forma
que si Ay — A\ > 0, entonces los controles se aplican de la siguiente manera:

uy (21, 22) >0 por debajo de la recta Ty = M2

ug (1, 29) >0 por arriba de la recta Yo = Mols
en caso contrario Ay — A; < 0, entonces se invierte la aplicaciéon de los controles.
El Subcaso 2.1 es similar al subcaso 1.2

Para probar que el cono donde no se aplican controles es un cono no invariante usamos
la siguiente proposicion.

Proposiciéon 5.2. Sea C un cono con vértice en el origen que no tiene puntos en
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comun con los ejes coordenados, entonces C no contiene conjuntos invariantes bajo
el sistema © = Azx.

Lo siguiente sera probar esta proposicién con A de la forma

A= (AOI ;)2) (5.39)

Consideremos la siguiente observacion:

Dada la recta x9 = mxy, con m > 0, las soluciones de & = Az, con A de la forma
(5.39) y A1 > Ag > 0, cruzan la recta de izquierda a derecha.

Ya que
Ty = A1y
Tg = Aoy
sea r9 = mxy, entonces las soluciones de © = Ax satisfacen que % = ’\i—:" < m, es

decir, para mz; > 0 (m > 0y x; > 0) si Ay < Ay las soluciones cruzan las rectas de
arriba hacia abajo; por el contrario, si Ay > \; el cruce se invierte.

Prueba de la proposicion

Sea x¢ un punto de ingreso al cono C, entonces x(t) = eAt:co, escrito de otra forma
A1t
€ "To1
t) = ety =
tal que existe ¢ > 0 que implica que z(t) ¢ C.

ba

Supongamos que > Z—g, entonces my; > my por (5.37). Supongamos también que

A1 > Ao >0, tal que z(0) = x¢ € Iy = {(x1, 22) /22 = Mz }.

Sizg = (acm) es tal que xgo = myxg1, dado que A\; > Ay > 0 entonces la soluciéon
02
A1t
At € " To1
z(t) =¢e"xy =
R

ingresa al cono C'.

1% . e . o1
De acuerdo a la obervacion que se hizo al principio, si xg = (x ) es tal que
02
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Loz = M1To1

entonces existe > 0 tal que ez € Iy = {(z1, 22)/20 = mox1}, es decir

e/\thlilfm = e)qtmﬂm

_ _ b2 _ b4 _
€>\2tm1 — €>\2t s — €>\1t s — 6)\1th
by bs

o bien

equivalentemente

por lo tanto

tal que

- 1 babs
t= I 0
PV <b1b4) ~
luego se verifica que z(t) ¢ C.

Tenemos entonces que, el cono donde no se aplica ningtin control (Ver figura (5.11))
es no invariante.

Ejemplo 5.2.4. Consideremos el siguiente sistema

()= 5) (2) + G ) wtmmn

de acuerdo con (5.36) se tiene que

de modo que los controles son

5 7
U1(5E1,$2) = ZT1 — -T2

271 5 (5.40)

Ug(l'l,xg) = —4ZE1 + 6ZL‘2
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tal que
_ 2 - _ 2
u1(z1, 72) se anula en la recta v = 771, mientras que ug (w1, x2) se anula en vy = 1.
Para la asignacion py = 1 y ps = 2 se tiene la siguiente dindmica.
[
T3
]
4
a4
24
14
0 iz
R / I
-2 Ip
-3 T T T T T T 1
3 2 4 0 1 2 3 4 5
Figura 5.12: La condicién incial tomada en esta simulacién es zp = (1,—2) y se

observa la convergencia al origen.



Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis, presentamos un método para disenar controles Lipschitz y positivos
que logran estabilizar globalmente a los sistemas en el plano que son controlables con
control positivo.

En el capitulo 2 y 3 se mencionan algunos resultados preliminares, el capitulo 4 hace
referencia al teorema de Brammer asi como algunas caracterizaciones de sistemas lin-
eales controlables con control positivo.

En el capitulo 5, se estudian los sistemas de la forma & = Az + Bu donde el
rango(B) = 1, posteriormente se hace un estudio para los mismo sistemas pero con-
siderando ahora rango(B) = 2.

En la seccion 5.2, en el caso 1 se considera una matriz B muy particular, es decir,
consideramos una subfamilia de sistemas lineales para este caso.

Concluimos con la siguiente proposicién.

Proposicién 6.1. Un sistema de control de la forma © = Ax + Bu es controlable si
y solo si @ = P~YAPx + P~'Bu es controlable.

En otras palabras, esta proposicién nos dice que si el sistema de control © = Axr + Bu
es controlable ; entonces el sistema en su forma de Jordan también es controlable.

66
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