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Caṕıtulo 1

Introducción

Consideremos el sistema de control

ẋ = Ax+Bu (1.1)

con x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, A ∈Mn×n(R) y B ∈Mn×m(R).

En las aplicaciones, un sistema de control representa un sistema dinámico, donde
ẋ = Ax es una dinámica libre (sin fuerzas externas) y ẋ = Ax + Bu(x) es una
dinámica realimentada, donde interviene el término realimentado Bu(x).

Bajo la hipótesis de controlabilidad, el presente trabajo muestra un método para
resolver el problema de estabilización global con control positivo [5] para
sistemas lineales en el plano de la forma (1.1) por medio de una función Lipschitz
u(x).

Una función f(x) es Lipschitz si satisface la condición de Lipschitz

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L ‖x− y‖

para toda x y y en Rn, donde L es una constante positiva y ‖•‖ denota una norma
Euclidiana.

Sin perder generalidad, suponemos que la matriz A está en la forma canónica de
Jordan.

El problema de estabilización global con control positivo consiste en diseñar una
función u : Rn −→ U para el sistema (1.1), de modo que la función u(x) satisface las
siguientes propiedades:

1. El punto de equilibrio x = 0 de la ecuación diferencial

ẋ = Ax+Bu(x)
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es globalmente asintóticamente estable.

2. u : Rn −→ U es una función Lipschitz.

3. u = 0 pertenece a la frontera de U (0 ∈ ∂U).

El sistema (1.1) es llamado globalmente estabilizante si el problema tiene solución.
Dicho problema de estabilización está compuesto por las condiciones (1) y (2). La
condición (3) está poco estudiada y representa una dificultad mayor para resolver el
problema de estabilización.

El problema de estabilización global con control positivo ha sido considerado en los
siguientes casos particulares: Bastin y Praly (1999), presentan un diseño de función
de realimentación positiva para la estabilización de una clase de sistemas de balance
de masa, donde el estado solución del sistema realimentado converge a la iso-masa
(la cual es una porción de un hiperplano en el espacio de estado). Leenher y Aeyels
(2001), establecen condiciones necesarias y suficientes para resolver el problema de
estabilización en el caso de un sistema lineal positivo con control sin restricción.
H.J. Sussmann y Y. Yang (1991), requieren de una matriz A con valores propios
simples para mostrar que el sistema (1) es estabilizable por medio de una saturación
del control lineal u(x) = bTx. Pero ellos no abordan el problema de estabilización con
(0 ∈ ∂U). Finalmente, Lin y Sontag (1995), consideraron el problema de diseño con
control restringido a los intervalos abiertos U = (0, 1) ó U = (0,∞) la realimentación
que presentan no es necesariamente continua x = 0. En todos los trabajo anteriores,
no se aborda el caso del control nulo en la frontera del conjunto admisible U . Por
otro lado, es claro que el conjunto de sistemas estabilizables mediante una función
de control continua que toma valores en el conjunto U = [0,∞) es más pequeño
que el conjunto de sistemas estabilizables, con controles restringidos al conjunto U =
(−∞,∞).

Para resolver el problema de estabilización, supondremos que el sistema es controlable
con controles positivos. Es decir, si (1.1) es nulo-controlable con u ∈ [0,∞)× [0,∞)
entonces damos el estabilizador.

De acuerdo a los resultados de Brammer, aśı como de las equivalencias logradas en
[4], se clasifican los casos a estabilizar de acuerdo a las matrices A y B que definen el
sistema de control.

En este trabajo se considera el caso n = 2, es decir x = (x1, x2) ∈ R2 y A ∈ M2×2(R).
Mostraremos la estabilización global de los sistemas lineales inestables de la forma
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(1.1), de manera que el diseño del control u(x1, x2) es

u(x1, x2) =
1

2

(∣∣KTx
∣∣+KTx

)
= max

{
0, KTx

}
donde KT es la matriz que determinaremos en este trabajo y u(x) ∈ (R)m+ .

Para diseñar el control estabilizante, supondremos que el sistema es controlable con
controles positivos, de modo que, para tener estabilidad (por un resultado visto en el
caṕıtulo 2), consideramos los parametros p1 > 0 y p2 > 0 , tal que

tr(A+BKT ) = −p1 y det(A+BKT ) = p2

partiendo de estas ecuaciones se encuentra la matriz K y se da el estabilizante
u(x) = Kx.
Dado que los parámetros p1 > 0 y p2 > 0 son libres, los podemos elegir a conveniencia
para lograr tener ráıces complejas con parte real negativa, de modo que, por estrate-
gia de dinámica, tengamos una estabilidad suave.
En el caṕıtulo 5 se presenta los resultados obtenidos en este trabajo, conviene men-
cionar que, ademas de la matriz A se considera la matriz B. Para la matriz B, tenemos
dos casos

1. rango(B) = 1

2. rango(B) = 2

dicho caṕıtulo inicia con los sistemas con rango(B) = 1 y finaliza con los sitemas con
rango(B) = 2

Para cada caso abordado, se presenta al final un ejemplo donde se muestra una
simulación hecha con el paquete Simnon 3.0, se toma una condición inicial de la
forma x0 = (x01, x02) y se observa que x0 converge al origen.



Caṕıtulo 2

Sistemas Lineales

2.1. Existencia y Unicidad

En este caṕıtulo responderemos la pregunta de cuándo tiene solución única el prob-
lema de condiciones iniciales

ẋ = f(t, x) x(t0) = x0 (2.1)

donde x = x(t) es una función escalar, esto es, x : I ⊂ R −→ R y f : R ⊂ R2 −→ R
es un campo vectorial cont́ınuo, donde

R =
{

(t, x) ∈ R2 / |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b
}

Diremos que una función ϕ(t) es solución del problema con condiciones iniciales (2.1)
si

dϕ

dt
(t) = f(t, ϕ(t)), con ϕ(t0) = x0

En general, la solución ϕ depende de las condiciones iniciales, es decir, ϕ = ϕ(t, (t0, x0)).

Existencia y Unicidad

Nuestro objetivo en esta parte será probar la existencia de una solución del problema
de condiciones iniciales (2.1) definida en un cierto intervalo I, con t0 ∈ I.

¿Cómo encontrar una solución al problema (2.1)?. Hagamos lo mismo que hacemos
cuando resolvemos ecuaciones algebraicas: despejar la incógnita. En este caso, trate-
mos de despejar la función incógnita x(t) de la ecuación diferencial mediante in-
tegración, que es el proceso inverso de la diferenciación. Integremos en el intervalo
[t0, t] ⊂ [t0 − a, t0 + a].

6
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∫ t

t0

dx

ds
ds =

∫ t

t0

(s, x)ds⇐⇒

x(t)− x(t0) =

∫ t

t0

(s, x(s))ds⇐⇒

x(t) = x0 +

∫ t

t0

(s, x(s))ds

Observamos que no es posible, mediante este procedimiento, despejar x(t), sin em-
bargo, la ecuación integral que hemos obtenido será de muy importante para probar
la existencia de una solución.

Diremos que la función continua ϕ(t), definida sobre el intervalo I, es una solución
sobre I de la ecuación integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

(s, x(s))ds (2.2)

si para cada t ∈ I, f(t, ϕ(t)) está definida y

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

(s, ϕ(s))ds (2.3)

El siguiente lema establece la equivalencia entre las soluciones del problema (2.1) y
las soluciones de la ecuación integral (2.2).

Lema 2.1. Considere el problema de condiciones iniciales

ẋ = f(t, x) x(t0) = x0 (2.4)

Suponga que f(t, x) es una función continua en el rectángulo R. Una función ϕ(t)
definida sobre un intervalo I, es solución de (2.4) sobre I si y sólo si ϕ(t) es una
solución continua de la ecuación integral (2.2)

La demostración de este lema se encuentra en [1].

A continuación, enunciamos el teorema que nos garantiza la existencia de una única
solución al problema (2.1). Es importante mencionar que este resultado se puede
generalizar a sistemas de ecuaciones difereciales definidos en dominios más generales.
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Teorema 2.2. (Teorema de Existencia y Unicidad) Considere el problema de
condiciones iniciales

ẋ = f(t, x) x(t0) = x0 (2.5)

Supongamos que f(t, x) es continua y K - Lipschitz sobre el rectángulo
R = {(t, x) ∈ R2 / |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}. Sea M tal que |f(t, x)| < M para toda
(t, x) ∈ R y hagamos 0 < α < min

{
1
K
, 1
M
, a
}

. Entonces existe una única solución al
problema (2.5) válida sobre |t− t0| < α.

El teorema anterior puede aplicarse al caso vectorial, es decir, si suponemos que
x es el vector con componentes x1, x2, luego f(t, x) es un vector de funciones con
componentes f1(t, x1, x2), f2(t, x1, x2) (donde suponemos que cada fi es continua) y x0

tiene componentes α1, α2, este problema de valor inicial puede escribirse en notación
vectorial como

ẋ = f(t, x) x(t0) = x0

Puede probarse que el vector de funciones f(t, x) satisface la condición Lipschitz,
siempre y cuando, cada fi(t, x) satisface tal condición con respecto a cada componente
de xi, con la constante Lipschitz Li, para i = 1, 2. Entonces

|f(t, x)− f(t, y)| = |f1(t, x)− f1(t, y)|+ |f2(t, x)− f2(t, y)|

de modo que para cada i = 1, 2 tenemos que

|fi(t, x)− fi(t, y)| = |fi(t, x1, x2)− fi(t, y1, y2)|
= |fi(t, x1, x2)− fi(t, y1, x2) + fi(t, yy, x2)− fi(t, y1, y2)|
≤ Li1 |x1 − y1|+ Li2 |x2 − y2|

Sea Li = max [Li1, L
i
2], tenemos entonces

|fi(t, x)− fi(t, y)| ≤ Li |x− y|
si K =

∑2
1 L

i entonces |f(t, x)− f(t, y)| ≤ K |x− y|, es decir, el vector de funciones
satisface la condición Lipschitz.
En [3] se demuestra el teorema (2.2) y es de carácter local, es decir, nos garantiza la
existencia de una única solución definida en un cierto intervalo [t0 − α, t0 + α]. Luego,
si aplicamos este teorema de nuevo en los extremos del intervalo, podremos extender
la solución a un intervalo más grande, y aśı sucesivamente. Sin embargo, puede ocurrir
que los nuevos intervalos de definición de la solución, sean cada vez más pequeños y
no sea entonces posible extender el dominio de definición de la solución más alla de
una cota.
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2.2. Subespacios Invariantes

Uno de los estudios fundamentales en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferen-
ciales es encontrar los puntos de equilibrio y determinara su tipo de estabilidad. En
esta sección veremos que existen soluciones, distintas de los puntos de equilibrio, que
son cruciales para determinar los retratos fase de los sistemas lineales homogéneos
con coeficientes constantes.

Determinemos primeramente el conjunto de puntos de equilibrio del sistema

ẋ = Ax

con x ∈ Rn. Por definición, x = x es un punto de equilibrio si

Ax = 0

el cual es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Sabemos que x = 0 siempre
es solución de este tipo de sistemas; la solución es única si det(A) 6= 0, mientras que
si det(A) = 0, infinidad de soluciones.

Consideremos de nuevo el sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes

ẋ = Ax (2.6)

y fijemos un valor de t, luego la exponencial etA puede verse como un mapeo (función)
de Rn a Rn: dado el punto x0 ∈ Rn, etAx0 es el punto al cual llega la solución que
inicia en x0 en un tiempo t.

El conjunto de todos estos mapeos etA : Rn −→ Rn puede considerarse como la
descripción del movimiento de los puntos x0 ∈ Rn a través de las soluciones del sistema
lineal (2.6). Este conjunto de mapeos es llamado el flujo del sistema lineal . Si, por
ejemplo, el sistema describe el movimiento de un fluido, entonces una curva solución
describe el movimiento de una part́ıcula individual del fluido, mientras que el flujo
describe el movimiento del fluido completo. En pocas palabras, el flujo puede pensarse
como el conjunto de todas las soluciones del sistema.

El concepto de flujo nos permite asegurar que dos soluciones en el retrato fase no
pueden intersectarse. Supongamos que aśı sea. Sean ϕ1 la solución que inicia en x1 y
ϕ2 la solución que inicia en x2, las cuales se intersectan en x. Sea t1 el tiempo que
necesita la solución ϕ1 para alcanzar el punto x desde x1: e

t1Ax1 = x. Igualmente
para ϕ2 sea t2 el tiempo que necesita la solución ϕ2 para alcanzar el punto x desde
x2: e

t2Ax2 = x. Igualando obtenemos

et1Ax1 = x = et2Ax2
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Supongamos que t1 > t2, entonces

x2 = e(t1−t2)Ax1

luego entonces, x2 es un punto sobre la solución ϕ1, por lo tanto ϕ1 = ϕ2. En efecto,
los sistemas lineales satisfacen el teorema de existencia y unicidad .

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el sistema

ẋ =

(
−1 −4
2 5

)
x

cuya solución esta dada por

x(t) =

(
2et (x01 + x02)− e3t (x01 + 2x02)
−et (x01 + x02) + e3t (x01 + 2x02)

)
. (2.7)

Determinemos las soluciones para algunas condiciones iniciales en particular.

x0 =

(
2
−1

)
⇒ x(t) =

(
2et

−et
)

= et
(

2
−1

)
= etx0

x0 =

(
1
−1

)
⇒ x(t) =

(
e3t

−e3t
)

= et
(

1
−1

)
= etx0

x0 =

(
1
0

)
⇒ x(t) =

(
2et − e3t
−et + 3e3t

)
= et

(
2
−1

)
− e3t

(
1
−1

)
En este ejemplo podemos observar un hecho muy interesante. Sabemos que cada condi-
ción inicial x0 representa un vector en el espacio vectorial R2. El subespacio vectorial
generado por x0 el cual denotaremos por 〈x0〉, se define como 〈x0〉 = {sx0 / s ∈ R} y
geométricamente representa una recta pasando por el origen en la dirección x0. Re-
gresando al ejemplo, observamos que las dos primeras soluciones evolucionan en los
subespacios vectoriales generados por las respectivas condiciones iniciales, mientras
que la tercera no. De hecho las dos primeras soluciones se alejan del origen, ya que
et > 1 y e3t > 1 para toda t > 0.

¿Existirán otras soluciones con la caracteŕıstica de las dos primeras? La respuesta es
no. Veamos el por qué, analizando la solución general (2.7).

x(t) =

(
2et (x01 + x02)− e3t (x01 + 2x02)
−et (x01 + x02) + e3t (x01 + 2x02)

)
=

(
x01e

t

(
2
−1

)
− x01e

3t

(
1
−1

)
+ x02e

t

(
2
−1

)
− 2x02e

3t

(
1
−1

))
= (x01 + x02)e

t

(
2
−1

)
− (x01 + 2x02)e

3t

(
1
−1

)
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De esta última expresión concluimos que la solución x(t) evolucionará sobre el espacio
generado por la condición inicial x0 si x0 es tal que x01 + x02 = 0 ó x01 + 2x02 = 0, es

decir, si y sólo si x0 =

(
1
−1

)
ó x0 =

(
2
−1

)
, justamente los vectores propios del ejem-

plo. ¿Pero qué tienen de particular estos vectores?. Resultan ser los vectores propios
de la matriz A. Esto nos lleva a los conceptos de eigenespacio y de subespacio
invariante .

Definición 2.1. Llamaremos eigenespacio al espacio vectorial generado por el vector
propio vi de una matriz A, el cual denotaremos por Evi. La dimensión del eigenespacio
es uno si vi es real, Evi = 〈vi〉, y es bidimensional si es complejo, Evi = 〈vi〉.

Definición 2.2. Diremos que un subespacio vectorial V ⊂ Rn, es invariante con
respecto al flujo eAt : Rn −→ Rn si eAtv ∈ V para toda v ∈ V y para toda t ∈ R

En la siguiente proposición demostramos, para el caso particular en que la matriz A
posee valores propios reales diferentes, que los eigenespacios son subespacios invari-
antes con respecto al flujo etA.

Proposición 2.3. Considere el sistema lineal con coeficientes constantes

ẋ = Ax

con x ∈ Rn. Supóngase que la matriz A posee n valores propios reales diferentes
λ1 . . . λn con sus respectivos vectores propios v1 . . . vn. Entonces los eigenespacios Evi
son invariantes con respecto al flujo etA. Además, si el respectivo valor propio λi es
positivo, entonces las soluciones sobre Evi se alejan del origen, mientras que si es
negativo, las soluciones convergen al origen.

Demostración: Debemos probar que

1. Para cada w ∈ Evi y para todo t en R, etA ∈ Evi

2. Si λi < 0(> 0) entonces etAw −→ 0 (diverge) cuando t −→ +∞.

Probaremos la primera parte.
Sabemos que etA : PetJP−1, donde P = (v1 v2 . . . vn) es no singular. Ahora bien,

P−1P = I ⇔ P−1(v1 v2 . . . vn) = I

⇔ (P−1v1P
−1v2 . . . P

−1vn) = I

⇔ P−1vi = ei

⇔ vi = Piei

(2.8)
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donde ei es el vector unitario con un uno en la posición i-ésima. Obsérvese además
que, si C = diag {c1, c2, . . . , cn}, entonces

Cei = ciei (2.9)

Hagamos w = s0vi para algún s0 ∈ R. Luego,

etAw = PetJP−1s0vi

= s0Pe
tJP−1vi

= s0Pe
tJei por (2.8)

= s0Pe
λitei por (2.9)

= s0e
λitPei

= s0e
λitvi por (2.8)

= eλits0vi

= eλitw

es decir, etAw = eλitw para cada w ∈ Evi y para toda t ∈ R. Esto prueba la primera
parte. Es claro que la segunda parte se sigue de esto último.

En general, si la matriz A no posee valores propios repetidos, los eigenespacios serán
espacios de dimensión uno, para los valores propios reales, y de dimensión dos, para
los valores propios complejos, siendo todos ellos invariantes con respecto al flujo etA.
Si existen valores propios repetidos, entonces los eigenespacios seguirán siendo invari-
antes, pero de dimensión posiblemente mayor que dos.

Dentro del conjunto de todos los eigenespacios, haremos la siguiente clasificación:

el subespacio estable Es = 〈v1, . . . , vns〉
el subespacio inestable Eu = 〈v1, . . . , vnu〉
el subespacio central Ec = 〈w1, . . . , wnc〉

donde v1, . . . , vns son los vectores propios ((incluyendo posiblemente generalizados)
cuyos valores propios tienen parte real negativa; v1, . . . , vnu son los vectores propios
(incluyendo posiblemente generalizados) cuyos valores propios tienen parte real pos-
itiva y w1, . . . , wnc son los vectores propios (incluyendo posiblemente generalizados)
cuyos valores propios tienen parte real cero. Es claro que ns + nu + nc = n. El nom-
bre de estos subespacios claramente refleja el comportamiento de las soluciones en
cada uno de ellos. Las soluciones en Es son soluciones que convergen al origen, mien-
tras que las soluciones en Eu son divergentes. Las soluciones en Ec no presentan un
comportamiento en particular.
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Ejemplo 2.2.2. Considere el sistema

ẋ =

(
2 2
2 −1

)
x

Determinaremos los subespacios Es, Eu y Ec. Para ello necesitamos determinar los
vectores propios. Observamos que el polinomio caracteŕıstico es

PA(λ) = λ2 − λ− 6

= (λ− 3)(λ+ 2)

luego, los valores propios son λ1 = 3 y λ2 = −2. Para los vectores propios debemos
resolver el sistema homogéneo de ecuaciones

(A− λiI)vi = 0

Tenemos que:

si λ1 = 3 entonces v1 =

(
2
1

)
, si λ2 = −2 entonces v2 =

(
1
−2

)
.

Concluimos que Es = 〈v2〉, Eu = 〈v1〉 y Ec = ∅. Ver figura (2.1)

Figura 2.1: Es es estable mientras que Eu inestable.



Caṕıtulo 3

Sistemas Lineales en el Plano

En esta sección daremos una caracterización completa de los sistemas en el plano, es
decir, dado el sistema lineal

ẋ = Ax

con x ∈ R2, daremos su solución en forma expĺıcita y estudiaremos su retrato fase.
En las siguientes dos secciones estableceremos los retratos fase del sistema canónico

ẏ = Jy (3.1)

para los distintos casos de los valores propios. Finalmente en la tercer sección damos
una clasificación de los distintos retratos fase obtenidos.
Diremos que un sistema lineal es simple si ninguno de sus valores propios es cero.

3.1. Retratos fase para sistemas canónicos simples

En esta sección consideraremos el sistema canónico (3.1) y estudiaremos tres casos:
valores propios reales y distintos, valores propios iguales y valores propios complejos.

3.1.1. Valores propios reales y distintos

En este caso tenemos el sistema canónico

ẏ =

(
λ1 0
0 λ2

)
y

con y(0) = (y01, y02)
T . Su solución es

y1(t) = eλ1ty01 y y2(t) = eλ2ty02

14
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Si λ1,2 < 0 entonces las soluciones en el retrato fase convergén al origen. Se dice
que el origen es un nodo estable . Para vizualizar la forma de las soluciones en el
plano y1 vs y2 debemos expresar y2 = y2(y1) y eliminar la dependencia del tiempo
t. Supongamos que y01 6= 0 (si y01 = 0 la solución correspondiente evoluciona sobre

el eje vertical), entonces es claro que et =
(
y1
y01

) 1
λ1 y02, luego y2 = (et)

λ2 y02, tenemos

entonces que
y2 = Cyλ1 (3.2)

con C = y02
(y01)λ

y λ = λ2

λ1
.

Figura 3.1: Valores propios reales y distintos del mismo signo dan lugar a nodos: (a)
inestable (λ1 > λ2 > 0), (b) estable si (λ2 < λ1 < 0).

Supongamos que λ > 0. Derivando (3.2)

dy2

dy1

= Cλyλ−1
1

luego, si y1 −→ 0 entonces

dy2

dy1

−→

{
0 si λ1 > 0

∞ si λ1 < 0
(3.3)

de (3.3) concluimos lo siguiente: si λ1 < λ2 < 0, es decir, si λ < 1, entonces las
soluciones convergen al origen de forma tangencial al eje vertical; si λ2 < λ1 < 0, es
decir, λ > 1, entonces las soluciones convergen al origen de forma tangencial al eje
horizontal. En este caso tenemos los subespacios invariantes Es = R2, Eu = Ec = ∅.
Un razonamiento similar se sigue para el caso λ1,2 > 0. En este caso se dice que el
origen es un nodo inestable . Los subespacios invariantes son Es = R2, Eu = Ec = ∅.
Ver figura 2.1
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Supongamos ahora que λ < 0, es decir, los valores propios son de signos opuestos.
De la ecuación (2.2) concluimos que las curvas solución en el retrato fase son curvas
hiperbólicas. En este caso se dice que el origen es un punto silla y los subespacios
invariantes son Es = Eu = R, Ec = ∅. Ver figura (3.2)

Figura 3.2: Valores propios reales de signos opuestos dan lugar a sillas.

3.1.2. Valores propios iguales

Si J es diagonal, es decir, si tenemos el sistema canónico

ẏ =

(
λ 0
0 λ

)
y

entonces de (3.2) concluimos que las soluciones en el retrato fase son rectas pasando
por el origen. Las soluciones convergen o divergen del origen dependiendo del signo
de λ. El origen recibe el nombre de nodo estrella . Ver figura (3.3)

Figura 3.3: Valores propios reales iguales dan lugar a nodos estrella: (a) inestable
(λ > 0), (b) estable (λ < 0).
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Si J es no-diagonal, tenemos entonces el sistema canónico

ẏ =

(
λ 1
0 λ

)
y

con y(0) = (y01, y02)
T . Su solución es

y1(t) = eλt (y01 + y02t) y y2(t) = eλty02

es posible expresar y1 = y1(y2):

y1 = y2

(
y01

y02

+
1

λ
Ln

(
y2

y02

))
además si observamos la derivada

dy2

dy1

=

(
y01

y02

+
1

λ

)
+

1

λ
Ln

(
y2

y02

)
−→ ±∞ cuando y2 −→ 0

concluimos que las soluciones, en el retrato fase, entran o salen del origen, dependiendo
del signo de λ, siendo tangentes al eje horizontal. Ver sigura (3.4). El origen es llamado
nodo impropio (estable si λ < 0 e inestable si λ > 0).

Figura 3.4: Cuando A es no-diagonal, valores propios iguales dan lugar a nodos im-
propios: (a) inestable (λ > 0), (b) estable (λ < 0).
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3.1.3. Valores propios complejos

Tenemos el sistema canónico

ẏ =

(
α −β
β α

)
y

donde

ẏ1 = αy1 − βy2

ẏ2 = αy1 + βy2

(3.4)

Haciendo, y1 = r cos θ y y2 = r sen θ, se transforma el sistema (3.4) a coordenadas
polares de la siguiente forma. Sabemos que

r2 = y2
1 + y2

2 tan θ =
y2

y1

(3.5)

Derivando la primera ecuación en (3.5) con respecto al tiempo obtenemos que

2rṙ = 2y1ẏ1 + 2y2ẏ2

⇔ rṙ = y1 (αy1 − βy2) + y2 (αy1 + βy2)

⇔ ṙ = αr

Derivemos ahora la segunda ecuación en (3.5),

sec2 θθ̇ =
y1ẏ1 + y2ẏ2

y2
1

⇔
(
1 + tan2 θ

)
θ̇ =

y1(αy1 − βy2) + y2(αy1 + βy2)

y2
1

⇔
(

1 +
y2

y1

)
θ̇ =

β(y2
1 + y2

2)

y2
1

⇔ θ̇ = β

Tenemos entonces que el sistema (3.4) se transforma en

ṙ = αr

θ̇ = β

cuya solución es

r(t) = r0e
αt, θ(t) = βt+ β0
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Si α < 0, entonces cuando t −→ ∞ las soluciones convergen al origen en forma de
espiral. Si α > 0 entonces las soluciones se alejan del origen también en forma espiral.
En ambos casos se dice que el origen es un foco (estable si α < 0 e inestable si α > 0).
Si α = 0 entonces las soluciones giran alrededor del origen formando ćırculos. Se dice
que el origen es un centro. Ver figura (3.5)

Figura 3.5: Valores propios complejos dan lugar a (a) focos inestables (α > 0), (b)
centros (α = 0) y (c) focos estables (α < 0).

3.2. Clasificación de los retratos fase simples

Hemos encontrado cuatro tipos diferentes de retratos fase para sistemas canónicos
simples: nodos, focos, centros y sillas.
El siguiente teorema nos clasifica los retratos fases del sistma ẋ = Ax.

Teorema 3.1. Considere el sistema lineal simple en R2

ẋ = Ax (3.6)

y sean µ1 = tr(A) y µ2 = det(A) luego

1. Si µ2 > 0 entonces (3.6) tiene un punto silla en el origen.

2. Si µ2 > 0 y µ2
1 − 4µ2 ≥ 0 entonces (3.6) tiene un nodo en el origen. Es estable

si µ1 < 0 e inestable si µ1 > 0.

3. Si µ2 > 0, µ2
1 − 4µ2 < 0 y µ1 6= 0, entonces (3.6) tiene un foco en el origen.

Estable si µ1 < 0 e inestable si µ1 > 0.

4. Si µ2 > 0 y µ1 = 0 entonces (3.6) tiene un centro en el origen.
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Figura 3.6: Retrato fase del sistema ẋ = Ax en función de la traza y el determinante
de A.

La figura (3.6) resume el teorema anterior.

En este trabajo estabilizaremos globalmente el sistema

ẋ = Ax+Bu

de manera que la estabilización se dé con focos (que no es la única manera), recordando
que, esta estabilidad se presenta cuando los valores propios del sistema son complejos
conjugados con parte real negativa, donde las trayectorias son curvas en forma de
espiral que convergen al origen conforme t −→∞.



Caṕıtulo 4

Controlabilidad

Primero daremos la propiedad importante de un sistema de control y que jugara un
papel crucial en los sistemas de control que estudiaremos, aśı como la estabilización
de estos sistemas.

A grandes rasgos, el concepto de controlabilidad, es la capacidad de mover un sis-
tema en toda su configuración de espacios, usando solamente cierta manipulaciones
admisibles. Un ejemplo de variación de la notación de controlabilidad que ha sido
introducida en la literatura de sistemas de control es la controlabilidad de estado.

El estado de un sistema, el cual es el conjunto de valores de las variables del sistema,
describe completamente el sistema en cualquier momento dado. Es decir, ninguna
información del pasado de un sistema ayudará a predecir el futuro, si los estados en
el presente son conocidos. A continuación daremos una definiciónd de controlabilidad
de un sistema.

Consideremos el sistema
ẋ = Ax+Bu (4.1)

donde A es una matriz real de dimension 2× 2, x ∈ R2, B ∈ R2×m y el parametro u
está restringido a tomar valores en el cono U = Rm

+ , es decir, en el primer cuadrante
de R2

Definición 4.1. Diremos que el estado x1 del sistema anterior es controlable (con
control positivo) en t = t0, si toda condición inicial x0 puede ser transferida a x1

en un intervalo de tiempo finito, para algun control u(t, x0) (positivo). Si todos los
estados de un sistema son controlables, diremos que el sistema es completamente
controlable (con control positivo), o simplemente controlable (con control positivo).

21
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4.1. Condiciones de Brammer

En el seguimiento de la teoria, el desarrollo de este trabajo se basa sobre el sistema
de control (4.1) para el cual el desarrollo se sigue de las siguientes condiciones.
El presente resultado, demostrado en [2], dá una caracterización de los sistemas CCP
(Controlables con Control Positivo).

Teorema 4.1. El sistema (1.1) es CCP si y sólo si

a) La matriz de controlabilidad ς = (B AB . . . An−1B) tiene rango n.
b) No existe vector propio real v de AT que satisfaga que el producto escalar

vtBu ≤ 0

para todo u ∈ Rm
+

(a) y (b) serán llamadas la primera y segunda condición de Brammer, respectivamente.

4.2. Otra Caracterización de Controlabilidad

El inciso (a) del teorema (2.1) nos da una caracterización completa de los sistemas
controlables. En los siguientes resultados se trabaja con el teorema de Brammer ya
que es una fuerte herramienta para caracterizar algunos sistemas en forma particular
para estudiar sistemas lineales con control restringido.
De todo el conjunto de sistemas CCP, se estudiaron aquellos en que la matriz A tiene
una forma muy particular, y se establecieron condiciones necesarias y suficientes sobre
la matriz B para asegurar la controlabilidad con control positivo. Los 4 caso que se
estudiaron fueron:

1. Un valor propio real repetido en forma diagonal

A =

(
λ 0
0 λ

)
(4.2)

2. Un valor propio real repetido

A =

(
λ 1
0 λ

)
(4.3)

3. Valores propios reales diferentes

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
(4.4)
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4. Caso complejo

A =

(
α −β
β α

)
(4.5)

Los resultados (para R2) que se obtuvieron en [4] son los siguientes:

Proposición 4.2. El sistema de control ẋ = Ax + Bu, con A de la forma (4.2), es
positivamente controlable con 3 controles si y sólo si B tiene rango 2 y existe una
columna bk de B tal que

bk =
3∑
j 6=k

cjbj cj < 0

Proposición 4.3. El sistema de control ẋ = Ax + Bu, con A de la forma (4.3) es
controlable con control positivo si y sólo si en el último renglón de B hay dos entradas
de signo opuesto.

Proposición 4.4. El sistema de control ẋ = Ax + Bu, con A de la forma (4.4) es
controlable con control postitivo si y sólo si en cada renglón de B hay dos entradas
de signo opuesto.

Proposición 4.5. El sistema de control ẋ = Ax + bu, con A de la forma (4.5) es
controlable con control postitivo si y sólo si el vector b 6= 0.



Caṕıtulo 5

Diseño de Estabilizadores Globales
Positivos para Sistemas Lineales en
el Plano

Iniciaremos con los sistemas lineales de la forma (4.1) donde rang(B) = 1, en esta
sección solo se estudiarón los sistemas con A de la forma (4.3), (4.4) y (4.5), los
sistemas con A de la forma (4.2) no entran aqúı ya que es necesario que rang(B) = 2,
por la proposición (4.2).
A demás, en cada sistema de control se da una matriz B y para esta se propone una
matriz K.

5.1. Sistemas Lineales con rango(B) = 1

5.1.1. Caso 1. Un valor propio real repetido

Consideremos el problema de estabilizar el sistema(
ẋ1

ẋ2

)
= A

(
x1

x2

)
+Bu(x1, x2)

mediante una realimentación u(x1, x2) ≥ 0, donde

A =

(
λ 1
0 λ

)
, B =

(
b1 cb1
b2 cb2

)
y u(x1, x2) = KTx =

(
k1 k2
1
c
k1

1
c
k2

)(
x1

x2

)
donde

b1.b1 6= 0 y c < 0.

24
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Nuestro objetivo principal en este trabajo será, determianar la matriz K de modo
que se estabilice globalmente el sistema.
Para continuar, nótese que se cumple la hipótesis de controlabilidad para este caso,
pues en el ultimo renglón de B hay cambio de signo (b2)(cb2) < 0.

Por notación, diremos que Aij es la matriz que resulta de realimentar el sistema con
la aplicación del i-ésimo control y j-ésimo contro respectivamente.

Tomemos ahora el sistema realimentado pero con un solo control, es decir, las matri-
ces, A1 y A2.
Ahora bien

A1 = A+BKT
1 =

(
λ 1
0 λ

)
+

(
b1 cb1
b2 cb2

)(
k1 k2

0 0

)
=

(
λ+ b1k1 1 + b1k2

b2k1 λ+ b2k2

)
A2 = A+BKT

2 =

(
λ 1
0 λ

)
+

(
b1 cb1
b2 cb2

)(
0 0

1
c
k1

1
c
k2

)
=

(
λ+ b1k1 1 + b1k2

b2k1 λ+ b2k2

)
es claro que A + BKT

1 = A + BKT
2 , aśı que A1 y A2 tienen el mismo polinomio

caracteŕıstico
PA1(X) = PA2(X) = X2 − tr(A1)X + det(A1)

Ahora, del teorema (3.1), para tener estabilidad, se requiere que

tr(A1) < 0 y det(A1) > 0

de modo que, consideremos p1 > 0 y p2 > 0 tal que

tr(A1) = −p1 y det(A1) = p2, (5.1)

más aún

tr(A1) = tr(A2) y det(A1) = det(A2)

aśı que, basta con considerar únicamente (5.1). Entonces

2λ+ b1k1 + b2k2 = −p1

λ2 + λb1k1 − b2k1 + λb2k2 = p2

(5.2)

Más brevemente, tenemos que (5.2) se puede representar matricialmente como(
b1 b2

λb1 − b2 λb2

)(
k1

k2

)
=

(
−p1 − 2λ
p2 − λ2

)
(5.3)
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luego

det

(
b1 b2

λb1 − b2 λb2

)
= b22 6= 0 por hipótesis de controlabilidad

de manera que podemos aplicar inversa en ambos lados de (5.3), para tener que(
k1

k2

)
=

(
λ
b2

− 1
b2

− b1λ−b2
b22

b1
b22

)(
−p1 − 2λ
p2 − λ2

)
=

(
−λ2+λp1+p2

b2
λ2b1+λb1p1+b1p2−b2p1−2λb2

b22

)
finalmente;

KT =

(
k1 k2
1
c
k1

1
c
k2

)
=

(
−λ2+λp1+p2

b2

λ2b1+λb1p1+b1p2−b2p1−2λb2
b22

−1
c
λ2+λp1+p2

b2
1
c
λ2b1+λb1p1+b1p2−b2p1−2λb2

b22

)
(5.4)

ya que tenemos la matriz KT , recordemos que A + BKT
1 = A + BKT

2 de tal forma
que

A1 =

(
λ 1
0 λ

)
+

(
b1 cb1
b2 cb2

)(
−λ2+λp1+p2

b2

λ2b1+λb1p1+b1p2−b2p1−2λb2
b22

0 0

)

A1 = A2 =

(
λ− b1 λ

2+λp1+p2
b2

1 + b1
λ2b1+λb1p1+b1p2−b2p1−2λb2

b22

λp1 − λ2 − p2 λ+ λ2b1+λb1p1+b1p2−b2p1−2λb2
b22

)

tiene valores propios

X1,2 = −1

2

(
p1 ±

√
p2

1 − 4p2

)
(5.5)

Aplicación de los controles

Entonces ya tenemos definidos nuestros controles u1 y u2, pues

u(x1, x2) = KT

(
x1

x2

)
=

(
u1

u2

)
=

(
k1 k2
1
c
k1

1
c
k2

)(
x1

x2

)
es decir

u1(x1, x2) = k1x1 + k2x2

u2(x1, x2) =
1

c
(k1x1 + k2x2)
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aśı que u1 y u2 se anulan en la misma recta, es decir u1 = 0 ⇒ k1x1 + k2x2 = 0, de
modo que la recta de cambio será

x2 = −k1

k2

x1

más aún

u =

{
u1 ≥ 0 si k1x1 + k2x2 ≥ 0

u2 ≥ 0 si k1x1 + k2x2 ≤ 0

Ejemplo 5.1.1. Consideremos el sistema de control(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
2 1
0 2

)(
x1

x2

)
+

(
1 −2
3 −6

)
u(x1, x2)

donde p1 = 1 y p2 = 3 (elegidos a conveniencia para asegurar que el discriminante
de (5.5) sea negativo) además de acuerdo al planteamiento anterior c = −2, entonces
por (5.4) se sigue que

KT =

(
−9

2
−1

4
9
4

1
8

)
los controles son

u1 = −9

2
x1 −

1

4
x2

u2 =
9

4
x1 +

1

8
x2

nótese que

u1(x1, x2) ≥ 0 en el tercer cuadrante
u2(x1, x2) ≥ 0 en el primer cuadrante

luego, tenemos que los controles se anulan en la recta x2 = −18x1, de manera que la
aplicación de los controles queda de la siguiente manera

u(x1, x2) =

{
u1(x1, x2) ≥ 0 por debajo de la recta x2 = −18x1

u2(x1, x2) ≥ 0 por arriba de la recta x2 = −18x1
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Figura 5.1: En esta simulación tomamos como condición inicial x0 = (2, 2), donde
podemos observar que la convergencia de la solución se da suavemente, entonces,
podemos suponer que la recta x2 = −18x1 no existe.

5.1.2. Caso 2. Valores propios reales diferentes

En este caso, estudiaremos los sistemas de control donde la matriz A es de la forma
(4.4). Cabe mencionar que, el procedimiento que se sigue (de aqúı en adelante) para
encontrar la matriz KT es similar en cada caso.

Consideremos el sistema de control

(
ẋ1

ẋ2

)
= A

(
x1

x2

)
+Bu(x1, x2)

donde

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
, B =

(
b1 cb1
b2 cb2

)
y u(x1, x2) = Kx =

(
k1 k2
1
c
k1

1
c
k2

)(
x1

x2

)
con

c < 0 y λ1 6= λ2

Por hipótesis de controlabilidad, consideremos que bi 6= 0, tal que bi(cbi) < 0 con
i = 1, 2.

Análogamente como en el caso anterior, se verifica que

A1 = A+BKT
1 = A+BKT

2 = A2.
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Haciendo algunos cálculos

A1 =

(
λ1 0
0 λ2

)
+B =

(
b1 cb1
b2 cb2

)(
k1 k2

0 0

)
=

(
λ1 + b1k1 b1k2

b2k1 λ2 + b2k2

)
similarmente, sean p1 > 0 y p2 > 0, tal que

tr(A1) = tr(A2) = −p1 y det(A1) = det(A2) = p2

entonces

λ1 + b1k1 + λ2 + b2k2 = −p1

λ1λ2 + λ1b2k2 + b1k1λ2 = p2

equivalentemente

b1k1 + b2k2 = −p1 − λ1 − λ2

λ1b2k2 + b1k1λ2 = p2 − λ1λ2

matricialmente;

(
b1 b2
b1λ2 b2λ1

)(
k1

k2

)
=

(
−p1 − λ1 − λ2

p2 − λ1λ2

)
(5.6)

considerando que

det

(
b1 b2
b1λ2 b2λ1

)
= b1b2(λ1 − λ2) 6= 0 por hipótesis de controlabilidad .

Podemos aplicar inversa en ambos lados de (5.6), luego entonces(
k1

k2

)
=

(
λ1

b1(λ1−λ2)
− 1
b1(λ1−λ2)

− λ2

b2(λ1−λ2)
1

b2(λ1−λ2)

)(
−p1 − λ1 − λ2

p2 − λ1λ2

)
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Ahora bien

KT =

(
k1 k2
1
c
k1

1
c
k2

)
=

(
−λ1p1+λ2

1+p2
b1(λ1−λ2)

λ2p1+λ2
2+p2

b2(λ1−λ2)

−1
c

λ1p1+λ2
1+p2

b1(λ1−λ2)
1
c

λ2p1+λ2
2+p2

b2(λ1−λ2)

)
(5.7)

de forma que la matriz A1 y A2 tienen el mismo polinomio caracterist́ıstico

PA1(X) = X2 + p1X + p2

con ráıces

X1,2 = −1

2

(
p1 ±

√
p2

1 − 4p2.

)
Tomemos la asignación b1 = b2 = b, p1 = 4p, p2 = 5p2, (p > 0) y λ2 = λ1 + 1, de
forma que reescribiendo (5.7) se obtiene

KT =

(
4λ1p+λ2

1+5p2

b
−4λ1p+4p+λ2

1+2λ1+1+5p2

b
1
c

4λ1p+λ2
1+5p2

b
−1
c

4λ1p+4p+λ2
1+2λ1+1+5p2

b

)
(5.8)

Nótese que (5.8) está bien definida, pues bi 6= 0.

Ahora, tenemos que con la matriz (5.8), A1 = A2 tienen ráıces complejas

X1,2 = −p(2± i).

Luego, los controles son de la forma

u1(x1, x2) = k1x1 − k2x2

u2(x1, x2) =
1

c
(k1x1 − k2x2) =

1

c
u1

Por otro lado, de (5.8), tenemos que la recta donde se anula el control ui es

x2 =
k1

k2

x1 =
5p2 + 4pλ1 + λ2

1

5p2 + 4pλ1 + 4p+ λ2
1 + 2λ1 + 1

x1 = mx1

donde
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0 < m < 1

Se desprende de aqúı, que los controles se aplicán de la siguiente manera

u =

{
u1(x1, x2) ≥ 0 por debajo de la recta x2 = mx1

u2(x1, x2) ≥ 0 por arriba de la recta x2 = mx1

Ejemplo 5.1.2. Consideremos el sistema de control(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
1 0
0 2

)(
x1

x2

)
+

(
1 −1
1 −1

)
u(x1, x2)

donde, por el planteamiento anterior c=-1.

De (5.8) se sigue

K =

(
3 −7
−3 7

)
los controles son (

u1(x1, x2)
u2(x1, x2)

)
=

(
3 −7
−3 7

)(
x2

x2

)
es decir;

u1(x1, x2) = 3x1 − 7x2

u2(x1, x2) = −3x1 + 7x2

de modo que los controles positivos son,

u1(x1, x2) =
1

2
(3x1 − 7x2 + |3x1 − 7x2|)

u2(x1, x2) =
1

2
(−3x1 + 7x2 + |−3x1 + 7x2|)

Nótese que u1(x1, x2) se aplica por debajo de la recta x2 = 3
7
x1, miestras que u2(x1, x2)

se aplica en la recta x2 + 3
7
x1 > 0. Ver figura (5.2)
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Figura 5.2: Simulación donde se tamó la condición inicial x0 = (2, 2).

5.1.3. Caso 3. Caso complejo

En este caso se hace referencia a las matrices del sistema de control (4.1), cuya matriz
A tiene un par de valores propios complejos. Las condiciones que se establecen para
controlar al sistema con estas caracteŕısticas caen sobre la matriz B.

Consideremos el sistema de control

ẋ = A

(
x1

x2

)
+ bu(x1, x2)

donde

A =

(
α β
−β α

)
, b =

(
b1
b2

)
y u(x1, x2) = KT

(
x1

x2

)
=
(
k1 k2

)(x1

x2

)
b 6= 0

Este sistema es controlable con control postivo ya que cumple la hipótesis de contro-
labilidad.

Tomemos el sistema realimentado

ẋ = A1

(
x1

x2

)
=
(
A+ bKT

)(x1

x2

)
=

((
α β
−β α

)
+

(
b1
b2

)(
k1 k2

))(x1

x2

)
tal que

A1 =

(
α + b1k1 β + b1k2

−β + b2k1 α + b2k2

)
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le corresponde el polinomio caracteŕıstico

PA1(X) = X2 − (2α + b2k2 + b1k1) + α2 + αb2k2 + αb1k1 + β2 − βb2k1 + βb1k2

de manera que para tener estabilidad

tr(A+ bKT ) < 0 y det(A+ bKT ) > 0.

Sea p1 > 0 y p2 > 0 tal que

2α + b2k2 + b1k1 = −p1

α2 + αb2k2 + αb1k1 + β2 − βb2k1 + βb1k2 = p2

es decir

b2k2 + b1k1 = −p1 − 2α

αb2k2 + αb1k1 − βb2k1 + βb1k2 = p2 − α2 − β2

matricialmente (
b1 b2

αb1 − βb2 αb2 + βb1

)(
k1

k2

)
=

(
−p1 − 2α

p2 − α2 − β2

)
(5.9)

luego

det

(
b1 b2

αb1 − βb2 αb2 + βb1

)
= β

(
b21 + b22

)
6= 0 por hipótesis de controlabilidad

aplicando inversa en ambos lados de (5.9), tenemos que

(
k1

k2

)
=

 b2α+b1β

β(b21+b22)
− b2
β(b21+b22)

−b1α+b2β

β(b21+b22)
b1

β(b21+b22)

( −p1 − 2α
p2 − α2 − β2

)
de forma que KT es

(
k1

k2

)
=

1

β (b21 + b22)

(
−b2 (αp1 + α2 + p2 − β2)− b1 (βp1 + 2βα)
b1 (αp1 + α2 + p2 − β2)− b2 (βp1 + 2βα)

)
(5.10)
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con esta K, tenemos que la a matriz A1 le corresponde el polinomio caracterist́ıstico

PA1(X) = X2 + p1X + p2

aśı que tenemos ráıces

X1,2 = −1

2

(
p1 ±

√
p2

1 − 4p2

)
Ahora hay que ver donde u(x1, x2) = k1x1 + k2x2 ≥ 0, para esto vemos donde
u(x1, x2) = 0.

Entonces

u(x1, x2) = − 1

β (b21 + b22)

(
b2
(
αp1 + α2 + p2 − β2

)
− b1 (βp1 + 2βα)

)
x1

+
1

β (b21 + b22)

(
b1
(
αp1 + α2 + p2 − β2

)
− b2 (βp1 + 2βα)

)
x2 = 0

lo cual nos lleva a concluir que u(x1, x2) se anula en la recta

x2 =
b2 (αp1 + α2 + p2 − β2)− b1 (βp1 + 2βα)

b1 (αp1 + α2 + p2 − β2)− b2 (βp1 + 2βα)
x1 = mx1 (5.11)

Cuidando que

b1 (αp1 + α2 + p2 − β2)− b2 (βp1 + 2βα) 6= 0.

Ejemplo 5.1.3. Consideremos el siguiente sistema de control(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
1
2
−1

1 1
2

)(
x1

x2

)
+

(
0
1

)
u(x1, x2)

nótese que σ(A) =
{

1
2
± i
}

, luego, de (5.10) tenemos que

(k1, k2) =

(
3

2
,−3

)
de manera que el control u(x1, x2) = 3

2
x1 − 3x2 se anula en la recta

x2 =
1

2
x1
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y el control positivo es

u(x1, x2) =
1

2

(
3

2
x1 − 3x2 +

∣∣∣∣32x1 − 3x2

∣∣∣∣)

observese que u(x1, x2) ≥ 0 por debajo de la recta x2 = 1
2
x1.

luego, por debajo de la recta actúa el sistema(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
1
2
−1

5
2
−5

2

)(
x1

x2

)
que no esta en forma canónica.

pero existe P , tal que

P−1

(
1
2
−1

5
2
−5

2

)
P =

(
−1 −1
1 −1

)
entonces, por debajo de la recta actúa un sistema que esta en forma canónica.

Figura 5.3: En esta simulación se oberva que la solución que inicia en x0 = (0,−2) se
va al origen.

5.2. Sistemas Lineales con rango(B) = 2

Para generalizar el método de estabilización aplicado en estos sistemas, consideremos
la siguiente dinámica.
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Sean {C1, C2, . . . , Ck} conos con con vértices en el origen, tal que R2 =
⋃k
i=1Ci.

Consideremos los sistemas lineales de la forma

ẋ = Aix para x ∈ Ci i = 1, 2, ..., k.

tal que Ai = Ai+1 si x ∈ Ci
⋂
Ci+1, y t ∈ [0, T ] = [0, T1]

⋃
[T1, T2]

⋃
. . .
⋃

[Tk−1, T ] .
Supongamos que cada cono Ci es no invariante, y que el tiempo de transición en cada
cono Ci es Ti − Ti−1, donde T0 = 0 y Tk = T .

A demás

x1 = eA1T1x0

x2 = eA2T2x1

...

xk = eAkTkxk−1

(5.12)

Con base en esta descripción, consideremos el siguiente lema.

Lema 5.1. Dada una condición inicial x0 ∈ Ck
⋂
C0, consideramos la sucesión de

puntos {x0, x1, . . . , xk}, generada mediante las operaciones (5.12);
donde

eAit = Q−1
i eJitQi para toda, i = 1, 2, ..., k

de manera que para alguna i, suponemos que

eJit = eαit
(
cos(βit) −sen(βit)
sen(βit) cos(βit)

)
, con αi < 0.

tal que∥∥eAitxi−1

∥∥ =
∥∥Q−1

i eJitQixi−1

∥∥ ≤ eαiTi
∥∥Q−1

i

∥∥ ‖Qi‖
√

2 ‖xi−1‖ = eαiTiMi ‖xi−1‖

entonces, para M arbitraria y |αi| > 0 suficientemente grande, logramos que

eαiTiM < 1

tal que
‖xk‖ < eαiM ‖x0‖

Demostración.
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Se Mi =
∥∥eAiTi∥∥, consideremos la sucesión de puntos de la forma (5.12), se tiene que

‖x1‖ ≤
∥∥eA1T1

∥∥ ‖x0‖ = M1 ‖x0‖
‖x2‖ ≤

∥∥eA2T2
∥∥ ‖x1‖ = M2 ‖x1‖

...

‖xk‖ ≤
∥∥eAkTk∥∥ ‖xk−1‖ = Mk ‖xk−1‖

más aún, de (5.12) se tiene que,

xk = eAkTkxk−1 = eAkTkeAk−1Tk−1xk−2 = eAkTkeAk−1Tk−1 . . . eA1T1x0

lo cual implica que

‖xk‖ ≤
∥∥eAkTk∥∥∥∥eAk−1Tk−1

∥∥ . . . ∥∥eA1T1
∥∥ ‖x0‖ (5.13)

por hipótesis, para algún i se cumple que

eAiT1 = Q−1
i eJiT1Qi = Q−1

i eαiTi
(
cos(βit) −sen(βit)
sen(βit) cos(βit)

)
Qi αi < 0;

dado que ∥∥eAiTi∥∥ ≤ eJiTi
√

2
∥∥Q−1

i

∥∥ ‖Qi‖
se sigue de (5.13) que

‖xk‖ ≤ eαiTi
√

2M1M2 . . .Mk ‖x0‖

Sea M =
√

2 M1M2 . . .Mk

de manera que eligiendo |αi| > 0 suficientemente grande, tal que eαiTiM < 1

se tendra que
‖xk‖ < eαiTiM ‖x0‖ < ‖x0‖ .

5.2.1. Caso 1. Un valor propio real repetido en forma diag-
onal

Consideremos el problema de estabilizar el sistema donde además de considerar A
también se considera la matriz B.(

ẋ1

ẋ2

)
= A

(
x1

x2

)
+Bu(x1, x2) (5.14)

donde
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A =

(
λ 0
0 λ

)
, B =

(
b1 −b1 0
b2 0 −b2

)
y u(x1, x2) =

k1 k2

k3 k4

k5 k6

(x1

x2

)
λ > 0

nótese que B cumple con la hipótesis de controlabilidad.

Veamos que el sistema (5.14) es controlable con control positivo, para esto, verificamos
que se cumplen las dos condiciones de Brammer con la condición de:

u = (u1 u2 u3)
T ∈ U = R3

+

En efecto, la primera condición de controlabilidad de Brammer es inmediata ya que
el rango(B) =2. La segunda condición dice:
No existe vector propio v de AT que satisfaga que el producto escalar

vTBu ≤ 0

para toda u ∈ U .
En nuestro caso tenemos que v = (v1 v2)

T es cualquier vector, entonces

〈v,Bu〉 = (v1 v2)

(
b1 −b1 0
b2 0 −b2

)u1

u2

u3


= u1 (b1v1 + b2v2)− b1u2v1 − b2u3v2

es claro que este término puede cambiar de signo al elegir valores apropiados para
(u1 u2 u3)

T ∈ R3
+. Por lo tanto, el sistema es controlable con control positivo.

Por otra parte, si tomamos las matrices A12, A13 y A23, tal que para tener estabilidad
en cada sistema

tr(A12) = −p1 det(A12) = p2

tr(A13) = −p3 det(A13) = p4

tr(A23) = −p5 det(A23) = p6

con pi > 0 (i = 1, 2, ..., 6).

Consideremos el sistema de ecuaciones

tr(A12) = −p1

tr(A13) = −p3

tr(A23) = −p5
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Para este sistema se encuentra que

KT =

−
2λ+2b2k2+p1

2b1
k2

p1+2λ
2b1

k4

k5
p1+2λ

2b2

 . (5.15)

En el proceso algebraico para encontrar KT se considera que p1 = p2 = p3 para
simplificar términos.

Realimentamos el sistema (5.14) con la matriz (5.15) y consideramos las matrices
A12, A13 y A23. Para estas matrices consideremos sus determinantes, de manera que

det(A12) = p2, det(A13) = p4 y det(A23) = p6 p2, p4, p6 > 0.

Haciendo algunos cálculos se llega a que

λ2 + λ(b1k1 − b1k3 + b2k2)− b1k3b2k2 + b1k4b2k1 = p2

λ2 + λ(b1k1 + b2k2 − b2k6)− b2k1b1k6 + b2k1b2k5 = p4

λ2 + λ(−b1k3 − b2k6) + b2k1b3k6 + b2k1b4k5 = p5

Considerendo que

−λ2 + λp1 − λb2k2 −
1

2
b2k2p1 − λb2k4 − k4b

2
2k2 −

1

2
b2k4p1 = p2

λb2k2 +
1

2
b2k2p1 +

1

4
p2

1 + b2b1k2k5 = p4

λ2 + λ(−p1 − 2λ) +
1

4
(p1 + 2λ)2 − b2b1k4k5 = p6

es decir, los determinanates quedan representados en términos de p1, más aún, de-
spejando las variables conocidas, tenemos que

−λk2 −
1

2
k2p1 − λk4 − k4b2k2 −

1

2
k4p1 =

p2 + λ2 − λp1

b2
(5.16)

λk2 +
1

2
k2p1 + b1k2k5 =

p4 − 1
4
p2

1

b2
(5.17)

−k4k5 =
p6 − 1

4
p2

1

b2b1
(5.18)

aśı que, podemos suponer que en (5.18)

k4 =
r

b2
6= 0 y k5 = −

p6 − 1
4
p2

1

rb1
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sustituyendo k5 en (5.15) llegamos a que

k2 =
r(p2

1 − 4p4)

b2(−4λr − 2p1r + 4p6 − p2
1)

con
−4λr − 2p1r + 4p6 − p2

1 6= 0

de manera que sustituyendo k2 y k4 en la acuación (5.14) podemos fijar el valor
del parametro r, conviene mencionar que en el proceso algebraico que se sigue para
encontrar el valor del parametro r, consideramos que p1 = λ y p2 = p4 = p6 = λ2

(por simplicidad), concluyendo que

r =
λ

4
(
√

21− 3).

Entonces, reescribiendo (5.15) con la asignación de las variables k2, k4 y k5, tenemos

KT =

k1 k2

k3 k4

k5 k6

 =

−λ
2
√

21−9
b1(
√

21−5)
λ
2

√
21−3

b2(
√

21−5)
3λ
2b1

λ
4

√
21−3
b2

3λ
b2(
√

21−3))
3λ
2b2

 (5.19)

Ahora, observemos que, en el preceso que se siguió para encontrar (5.15) se considera
p1 = p3 = p5 y p2 = p4 = p6, esto nos lleva a concluir que A12, A13 y A23 tienen el
mismo polinomio caracteŕıstico

PA12(X) = X2 + p1X + p2

de modo que estas matrices tienen ráıces

X1,2 = −1

2

(
p1 ±

√
p2

1 − ap2

)
es decir, cada matriz tiene ráıces con parte real negativa, pero más aún, es posible
representar p1 y p2 en términos de otras variables para asegurar que las matrices
tengán valores propios complejos (que seŕıa lo conveniente en cada sistema). Para
esto consideremos la siguiente asignación,

p1 = λk y p2 = (λk)2 λ, k > 0

de tal manera que ahora tenemos los siguientes valores propios

X1,2 = −λk
2

(1±
√

3i),



5.2. SISTEMAS LINEALES CON RANGO(B) = 2 41

con la asiganción para los parametros p1 y p2, las acuaciones (5.16), (5.17) y (5.18)
quedan de la siguiente manera

−λk2 −
1

2
k2p1 − λk4 − k4b2k2 −

1

2
k4p1 =

λ2(k2 + k + 1)

b2
(5.20)

λk2 +
1

2
k2p1 + b1k2k5 =

p4 − 1
4
p2

1

b2
(5.21)

−k4k5 =
3λ2k2

4b1b2
(5.22)

análogamente, en (5.22) reasignamos valos a k4 y k5

k4 =
r

b2
6= 0 y k5 = −3λ2k2

4rb1
Dado que tenemos una nueva reasignación de variables, es de esperarse que el parámetro
r tenga otra expresión. Despúes de unos pasos algebraicos se llega a que

r = −λ
4

k3 + 3k2 + 3k + 2

k2 + k + 1
+
λ

4

√
13k2 + 4k + 4

reescribiendo (5.19) tenemos

KT =

−
λ
b1

6k−2Q(k2+k+1)+12k2+5k3+4
W−(2+k)Q

3λk2

b2

k+2−Q
2W−2Q(k+2)

λ(k+2)
2b1

−λ(k+2−Q)
4b2

3λk2

b1(2+k−Q)
λ(k+2)

2b2

 (5.23)

donde
Q =

√
13k2 + 4k + 4 y W = 7k2 + 4k + 4

de forma que con esta KT veremos como son los valores propios de las matrices A12,
A23 y A13.
Calculando A12 tenemos

A12 =

(
λ 0
0 λ

)
+

(
b1 −b1 0
b2 0 −b2

)− λ
b1

6k−2Q(k2+k+1)+12k2+5k3+4
W−(2+k)Q

3λk2

b2

k+2−Q
2W−2Q(k+2)

λ(k+2)
2b1

−λ(k+2−Q)
4b2

0 0


=

(
λ− 1

2
λ(k + 2)− λM

N1

1
4
λ b1
b2

(k + 2−Q) + b1
b2

3λk2(k+2−Q)
N2

−λ b2
b1

M
N1

λ+ 3λk2(k+2−Q)
N2

)
donde
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N1 = 4 + 4k − 2
√

13k2 + 4k + 4 + 7k2 − k
√

13k2 + 4k + 4

N2 = 8 + 8k − 4
√

13k2 + 4k + 4 + 14k2 − 2k
√

13k2 + 4k + 4

M = 6k − 2k
√

13k2 + 4k + 4− 2k2
√

13k2 + 4k + 4− 2
√

13k2 + 4k + 4 + 12k2 + 5k3 + 4

de manera que el polinomio caracteŕıstico de A12 tiene ráıces

X1,2 = −1

2
λk
(

1±
√

3i
)

(5.24)

Similarmente, se verifica que los polinomios caracteŕısticos de las matrices A23 y A13

tienen las mismas ráıces.

Al aplicar un solo control obtenemos las matrices A1, A2 y A3. Veamos ahora como
son las ráıces correspondientes a los polinomios caracteŕısticos de estas matrices.
En efecto, tenemos que

A1 =

(
λ 0
0 λ

)
+

(
b1 −b1 0
b2 0 −b2

)− λ
b1

6k−2Q(k2+k+1)+12k2+5k3+4
W−(2+k)Q

3λk2

b2

k+2−Q
2W−2Q(k+2)

0 0
0 0


=

(
λ− λM

N1
3λk2 b1

b2

k+2−Q
N2

−λ b2
b1

M
N1

λ+ 3λk2 k+2−Q
N2

)

de manera que el polinomio caracteŕıstico de A1 tiene ráıces

X1 = −1

2
λk

X2 = λ.
(5.25)

Análogamente, se encuentra que el polinomio caracteŕıstico de A2 y A3 tiene ráıces de
la forma (5.25). Es decir, se obtienen dos ráıces reales, una negativa y otra pasitiva.

Para verificar que el cono donde se aplica solo un control (Ver figura (5.4)) es no
invariante, tendremos que ver que, el subespacio inestable Eu generado por el vector
propio vλ correspondiente al valor propio X2 = λ (que es el mismo para el polinimio
caracteŕıstico de A1, A2 y A3) no cae en alguno de los conos donde actúa solo un
control, pues si aśı fuera, las soluciones se pueden ir por ah́ı.
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El vector propio correspondiente al valor propio (real positivo) del polinomio carac-
teŕıstico de A1, A2 y A3 es respectivamente

v1 =

(
3
2
k2 b1

b2

2+k−Q
4+6k+12k2+5k3−2Q(1+k+k2)

1

)
v2 =

(
b1
2b2

2+k−Q
k+2

1

)
v3 =

(
− b1

6k2b2
(4 + 4k − 2Q+ k2 − kQ)

1

)
.

Más adelante veremos como quedan representados Eu
v1

, Eu
v2

y Eu
v3

.

Aplicación de los controles

Recordemos que

u(x1, x2) =

u1(x1, x2)
u2(x1, x2)
u3(x1, x2)

 =

k1 k2

k3 k4

k5 k6

(x1

x2

)

de manera que los controles son los siguiente

u1(x1, x2) = − λ
b1

6k − 2Q(k2 + k + 1) + 12k2 + 5k3 + 4

W − (2 + k)Q
x1 +

3λk2

b2

k + 2−Q
2W − 2Q(k + 2)

x2

u2(x1, x2) =
λ(k + 2)

2b1
x1 −

λ(k + 2−Q)

4b2
x2

u3(x1, x2) =
3λk2

b1(2 + k −Q)
x1 +

λ(k + 2)

2b2
x2,

ya con los controles definidos, tenemos que las rectas donde se anulán los controles
u1, u2 y u3 son respectivamente:

x2 =
b2
b1

36k2

W + (k + 2)Q
x1 = m1x1

x2 = −b2
b1

(k + 2)(k + 2 +Q)

6k2
x1 = m2x1

x2 =
b2
b1

k + 2 +Q

2(2 + k)
x1 = m3x1
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nótese que, si consideramos b2
b1
> 0 se tiene que

0 < m1 < 1

m2 < 0

m3 > 0

esto puede verse rápidamente ya que

k + 2 <
√

13k2 + 4k + 4 = Q. (5.26)

En caso de que b2
b1
< 0

m1 < 0

m2 > 0

m3 < 0

de manera que, esto implica que la aplicación de los controles se invierte.
En este trabajo consideramos solo el caso b2

b1
> 0, ya que el otro caso es similar.

Volviendo con los vectores propios, podemos reescribir cada uno de estos quedandonos
de la siguiente manera

v1 =

(
1
m1

)
v2 =

(
1
m2

)
v3 =

(
1
m3

)
de esta forma, es fácil verificar que los espacios inestables Eu

v1
, Eu

v2
y Eu

v3
, correspondi-

entes a cada vector propio, se encuentran sobre las rectas donde se anulan los controles
respectivamente. Ver figura (5.4).

En este diagrama, observamos que los vectores propios, correspondientes al valor pro-
pio real positivo λ caen en las rectas donde se anulan los controles, ahora probaremos
que dichos vectores no caen en los conos donde actúa un solo control y en consecuen-
cia, estaremos probando que los conos donde actúa un solo control son no invariantes.
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Figura 5.4: Aqúı observamos donde actúa el sistema ẋ = Bx, donde B es diferente
en cada cono, aśı como los espacios inestables Eu

v1
, Eu

v2
y Eu

v3
.

Para ver la prueba, consideremos lo siguiente.

Los espacios inestables Eu
vi

de Ai coinciden con la superficie de cambio ui(x1, x2) = 0
para i = 1, 2, 3. Sea Ci el cono donde actúa el control i (para i = 1, 2, 3), probaremos
que Eu

vi

⋂
Ci = {0}.

Consideremos la prueba para i = 2, ya que en los otros casos la prueba es análoga.

Sean v1 =

(
1
m1

)
y v2 =

(
1
m2

)
los vectores que definen la frontera de C2, tal que la

recta de pendiente m1 es generada por el vector v1; considerando que

Eu
v2

= {(x1, x2)/u2(x1, x2) = 0} ,

multiplicando el grandiente de u2(x1, x2) por el vector v1 y v3 se tiene que;

∇u2(x1, x2) · v1 =
(
λ(k+2)

2b1
−λ(k+2−q)

4b1

)( 1
m1

)
= −1

3

λ

k2b1
(k −Q+ 2)

(
k2 +K + 1

)
> 0

ya que k −Q+ 2 < 0.
Similarmente
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∇u2(x1, x2) · v3 =
(
λ(k+2)

2b1
−λ(k+2−q)

4b1

)( 1
m3

)
= 2

λ

b1 (k + 2)

(
k2 +K + 1

)
> 0

en otras palabras, dado que ∇u2(x1, x2) · v1 > 0 y ∇u2(x1, x2) · v3 > 0 esto indica
que el ángulo entre ∇u2(x1, x2) y v1 es menor de 90o, lo mismo para el vector v3.
Concluimos que Eu

v2

⋂
C2 = {0} .

Para probar que Eu
v1

⋂
C1 = {0} y Eu

v3

⋂
C3 = {0} se sigue la misma idea.

Deducimos entonces que el cono donde actúa un solo control es no invariante.

Dado que ya tenemos los controles y las rectas donde se anula cada uno, ahora veamos
que un diagrama para representar la aplicación de los controles es como la figura (5.4).

Primero con u1.

Sea

f(k) = 6k − 2Q(k2 + k + 1) + 12k2 + 5k3 + 4

g(k) = W − (2 + k)Q

p(k) = 2W − 2Q(k + 2)

(5.27)

de modo que

u1 = − λ
b1

f(k)

g(k)
x+

3λk2

b2

k + 2−Q
p(k)

y

puede probarse que f(k) < 0 para toda k, es decir, probemos que f(k) tiene un máxi-
mo en k = 0. Para ver esto, primeramente calculamos la primera derivada f 1(k).

f 1(k) = −3
−
√

(13k2 + 4k + 4) (5k2 + 8k + 2) + 26k3 + 24k2 + 18k + 4√
(13k2 + 4k + 4)

luego

f 1(k) = 0⇐⇒ −
√

(13k2 + 4k + 4)
(
5k2 + 8k + 2

)
+ 26k3 + 24k2 + 18k + 4 = 0

usando cualquier paquete de matemáticas se llega a que k = 0 es el único punto
cŕıtico.
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Sea h(k) = 338k4 + 286k3 + 228k2 + 88k + 32.

Entonces tenemos que la segunda derivada es

f 2(k) = −6
h(k)−

√
(13k2 + 4k + 4) (16 + 65k3 + 72k2 + 36k)(√

(13k2 + 4k + 4)
)3

en efecto vemos que f 2(k) se anula en k = 0, es decir, f 2(0) = 0, pero esto no nos da
información acerca del punto cŕıtico, por tal razón seguimos calculando las derivadas
de f(k) hasta encontrar una derivada donde no se anule en k = 0.
Se encuentra que en f 6(k) ocurre que f 6(0) < 0, pues

f 6(k) = −311040
2535k4 + 468k3 − 776k2 − 80k + 16(√

(13k2 + 4k + 4)
)11

donde

f 6(0) = −311040
16(√
(4)
)11 < 0.

Dado que f 6(k) es una derivada par y f 6(0) < 0 se concluye que en k = 0 se presenta
un máximo, lo que implica que f(k) < 0 para toda k. Ver figura (5.5)

Figura 5.5: Gráfica de f(k).

Ahora con g(k) = W − (2 + k)Q.
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Usando el mismo razonamiento anterior, se encuentra que g(K) tiene un mı́nimo en
cero, pues, g4(0) > 0 (como es una derivada par y mayor que cero, entonces hay un
mı́nimo.

Figura 5.6: Gráfica de g(k).

Análogamente, para p(k) tenemos que

p1(k) = −4
−(7k + 2)

√
(13k2 + 4k + 4) + 13k2 + 16k + 4√

(13k2 + 4k + 4)

de modo que el único punto critico es k = 0.

Más aun, p2(0) = 0, y p3(0) = 0, mientras que p4(0) 6= 0. Pues

p4(k) = −13824
26k2 + 3k − 2(√
(13k2 + 4k + 4)

)7

aśı

p4(0) = −13824
−2(√
(4)
)7 > 0

p4(k) > 0 por lo tanto presenta un mı́nimo en k = 0, por lo tanto p(k) > 0 para toda
k. Ver figura (5.7)
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Figura 5.7: Gráfica de p(k).

Resumiendo, f(k) < 0, g(k) > 0 y p(k) > 0 para toda k.

Con estos resultados es más fácil verificar donde actúa u1(x1, x2).

Si consideramos el punto (0,-1) (que es un punto por debajo de la recta x2 = m1x1)
entonces u1(0,−1) > 0, dado que u1 se anula en x2 = m1x2 entonces u1 actúa por
debajo de esta recta.

Para u2(x1, x2) consideremos un punto por arriba de la esta recta x2 = m2x2 (que es
la recta donde se anula u2), por ejemplo (1,0), entonces u2(1, 0) > 0, de lo cual se
concluye que u2 actúa por arriba x2 = m2x1.

Para u3(x2, x1) considermamos el punto (0,1) (que es un punto por arriba de la recta
x2 = m3x1), para tener que u3(0, 1) > 0, aśı que u3 actúa por arriba de la recta
x2 = m3x1.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos el siguiente sistema(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
2 0
0 2

)(
x1

x2

)
+

(
1 −1 0
1 0 −1

)
u(x1, x2)

por (5.23)

K =

−227−6
√

21
15−3

√
21

−3+
√

21
−5+

√
21

3 −3
2

+ 1
2

√
21

6
3−
√

21
3


de modo que los controles son
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u1(x1, x2) = −2
27− 6

√
21

15− 3
√

21
x1 +

−3 +
√

21

−5 +
√

21
x2

u2(x1, x2) = 3x1 −
3

2
+

1

2

√
21x2

u3(x1, x2) =
6

3−
√

21
x1 + 3x2

que se anulan en las rectas

x2 ≈ 0,20871x1

x2 ≈ −3,7913x1

x2 ≈ 1,2638x1

respectivamente.

Figura 5.8: En esta simulación se observa que la solución que inicia en x0 = (2, 1) se
va al origen.
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5.2.2. Caso 1. Caso especial

Como un caso especial al resultado anterior, vamos a considerar un sistema de control
donde no es sificiente 3 controles para estabilizar el sistema, veremos en esta parte
que hay casos donde se necesitan 4.

Consideremos el sistema (
ẋ1

ẋ2

)
= A

(
x1

x2

)
+Bu(x1, x2)

donde

A =

(
λ 0
0 λ

)
, B =

(
b1 c1b1 b3 c2b3
b2 c1b2 b4 c2b4

)
y u(x1, x2) =


u1

u2

u3

u4

 =


k1 k2
1
c1
k1

1
c1
k2

k3 k4
1
c2
k3

1
c2
k4

(x1

x2

)
con c1 < 0, c2 < 0.

Nótese que ninguna columna de la matriz B se puede poner como combinación lineal
negativa de las otras, por tal razón es importante considerar este caso.

Por hipótesis de controlabilidad det

(
b1 b3
b2 b4

)
6= 0.

Tomemos el sistema realimentado con la aplicación del primer y tercer control (que
equivale aplicar el segundo y cuarto control) para obtenar la matriz A13. Se sigue que

A13 = A24 =

(
λ+ b1k1 + b3k3 b1k2 + b3k4

b2k1 + b4k3 λ+ b2k2 + b4k4

)
Para tener estabilidad, sean p1 > 0 y p2 > 0 tal que

tr(A13) = −p1 y det(A13) = p2

es decir

2λ+ b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 = −p1

λ2 + λ (b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4) + b1k1b4k4 + b3k3b2k2 − b1k2b4k3 − b3k4b2k1 = p2

o de igual manera

b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 = −p1 − 2λ
λ2 + λ (b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4) + b1k1b4k4 + b3k3b2k2 − b1k2b4k3 − b3k4b2k1 = p2
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sustituyendo la primera en la segunda

λ2 + λ(−p1 − 2λ) + b1k1b4k4 + b3k3b2k2 − b1k2b4k3 − b3k4b2k1 = p2

tal que

b1k1b4k4 + b3k3b2k2 − b1k2b4k3 − b3k4b2k1 = p2 + λp1 + λ2

equivalentemente

b1b4 (k1k4 − k2k3) + b3b2 (k2k3 − k1k4) = p2 + λp1 + λ2

(k1k4 − k2k3) (b1b4 − b3b2) = p2 + λp1 + λ2.

Ya que rango(B) = 2, supongamos que det(B) = det

(
b1 b3
b2 b4

)
6= 0.

Entonces deben de cumplirse el par de ecuaciones

k1k4 − k2k3 =
p2 + λp1 + λ2

det(B)
(5.28)

b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 = −p1 − 2λ (5.29)

para simplificar (5.28), consideremos la asignación k1 = k3 = 1
det(B)

.

Entonces, las ecuaciones (5.28) y (5.29) equivalen a

k4 − k2 = p2 + λp1 + λ2

b2k2 + b4k4 = −p1 − 2λ− b1 + b3
det(B)

matricialmente

(
−1 1
b2 b4

)(
k2

k4

)
=

(
p2 + λp1 + λ2

−p1 − 2λ− b1+b3
det(B)

)
(5.30)

tal que

det

(
−1 1
b2 b4

)
= −b4 − b2 6= 0 (5.31)
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condición impuesta por la hipótesis k1 = k3 = 1
det(B)

.

Como observación, si b4 + b2 = 0, entonces consideramos la asignación

k1 = −k3 = − 1
det(B)

,

tal que las ecuaciones (5.28) y (5.29) equivalen a

−k4 − k2 = p2 + λp1 + λ2

b2k2 + b4k4 = −p1 − 2λ+
b1 − b3
det(B)

de forma que

det

(
−1 1
b2 b4

)
= −b4 + b2 6= 0.

Consideremos el caso (5.31), entonces(
−1 1
b2 b4

)−1

=

(
− b4
b4+b2

1
b4+b2

b2
b4+b2

1
b4+b2

)
tal que podemos aplicar inversa en ambos lados de la ecuación (5.30), de modo que

(
k2

k4

)
=

−det(B)(b4p2+λb4p1+λ2b4+p1+2λ)+b1+b3

(b4+b2)det(B)

det(B)(b2p2+λb2p1+λ2b2−p1−2λ)−b1−b3
(b4+b2)det(B)


entonces


k1 k2
1
c1
k1

1
c1
k2

k3 k4
1
c2
k3

1
c2
k4

 =


1 −det(B)(b4p2+λb4p1+λ2b4+p1+2λ)+b1+b3

(b4+b2)det(B)

1
c1
− 1
c1

det(B)(b4p2+λb4p1+λ2b4+p1+2λ)+b1+b3

(b4+b2)det(B)

1
det(B)(b2p2+λb2p1+λ2b2−p1−2λ)−b1−b3

(b4+b2)det(B)

1
c2

1
c2

det(B)(b2p2+λb2p1+λ2b2−p1−2λ)−b1−b3
(b4+b2)det(B)


finalmente, tenemos que si realimentamos el sistema con esta matriz, llegamos a que
las matrices A13 y A24 le corresponden los valores propios

X1,2 =
1

2
p1 ±

1

2

√
p2

1 − 4p2. (5.32)



5.2. SISTEMAS LINEALES CON RANGO(B) = 2 54

Ahora, si consideramos la aplicación del primer y cuarto control (equivale a aplicar
el segundo y tercer control) tenemos que

A14 = A23 =

(
λ+ b1k1 + b3k3 b1k2 + b3k4

b2k1 + b4k3 λ+ b2k2 + b4k4

)
de manera que es igual a la matriz que resulta al aplicar el primer y tercer control
(aśı como aplicar el segundo y cuarto).
Concluimos entonces que el sistema realimentado es global asintóticamente estable.

Ejemplo 5.2.2. Consideremos el siguiente sistema(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
1 0
0 1

)(
x1

x2

)
+

(
1 −1 0 0
0 0 1 −1

)
u(x1, x2)

donde c1 = c2 = −1, p1 = 1 y p2 = 3 donde estos últimos parámetros se eligen a
conveniencia para tener el discriminante negativo (ver (5.32)).
Una simulación para este sistema es la siguiente

Figura 5.9: Se observa como la condición inicial en x0 = (−2, 0) se va al origen.

5.2.3. Caso 2. Un valor propio real repetido

Consideremos el problema de estabilizar el sistema

ẋ = A

(
x1

x2

)
+Bu(x1, x2)
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donde

A =

(
λ 1
0 λ

)
, B =

(
b1 b3
b2 b4

)
y u(x1, x2) = KT

(
x1

x2

)
=

(
k1 k3

k2 k4

)(
x1

x2

)
de acuerdo con la proposición para este sistema con A de la forma anterior, la hipótesis
de controlabilidad es que b2b4 < 0.
Como en el caso anterior, consideremos las matrices

A12 = A+BKT

A1 = A+BKT
1

A2 = A+BKT
2

análogamente tomamos las trazas y determinantes de cada una de estas matrices.
Recordemos que para tener estabilidad del sistema, tr(A) < 0 y det(A) > 0. Aśı que
sean pi > 0 (i=1,2. . . 4)tal que

tr(A12) = 2λ+ b1k1 + b3k2 + b2k3 + b4k4

tr(A1) = 2λ+ b1k1 + b2k3 = −p1

tr(A2) = 2λ+ b3k2 + b4k4 = −p2

Algo que debemos cuidar es que tr(A12) < 0, más adelante se muestra que en efecto
tr(A12) < 0.
Ahora con los determinanates.
Sea z = b1k1 + b3k2 + b2k3 + b4k4, tal que

det(A12) = λ2 + λz − b2k1 − b4k2 + det(B)det(K)

det(A1) = λ2 + λ(b2k3 + b1k1)− b2k1 = p3

det(A2) = λ2 + λ(b4k4 + b3k2)− b4k2 = p4

si juntamos las ultimas dos trazas y los ultimos dos determinantes tenemos las sigu-
ientes 4 ecuaciones

2λ+ b1k1 + b2k3 = −p1

2λ+ b3k2 + b4k4 = −p2

λ2 + λ(b2k3 + b1k1)− b2k1 = p3

λ2 + λ(b4k4 + b3k2)− b4k2 = p4

equivalentemente
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b1k1 + b2k3 = −p1 − 2λ

b3k2 + b4k4 = −p2 − 2λ

(λb1 − b2)k1 − λb2k3 = p3 − λ2

(λb3 − b4)k2 − λb4k4 = p4 − λ2

para continuar, notemos que estas 4 ecuaciones admiten un representación matricial
de la siguiente manera

b1 0 b2 0
0 b3 0 b4

λb1 − b2 0 λb2 0
0 λb3 − b4 0 λb4



k1

k2

k3

k4

 =


−p1 − 2λ
−p2 − 2λ
p3 − λ2

p4 − λ2


reescribimos este sistema de la forma TL = P , luego se observa que det(T ) = (b2b4)

2 6=
0 (por hipótesis de controlabilidad), de manera que podemos aplicar T−1 en ambos
lados quedandonos

k1

k2

k3

k4

 =


b1 0 b2 0
0 b3 0 b4

λb1 − b2 0 λb2 0
0 λb3 − b4 0 λb4


−1
−p1 − 2λ
−p2 − 2λ
p3 − λ2

p4 − λ2


lo cual significa que

KT =

(
k1 k3

k2 k4

)
=

(
−λp1+λ2+p3

b2

λp1b1+λ2b1−b2p1−2λb2+b1p3
b22

−λp2+λ2+p4
b4

λp2b3+λ2b3−b4p2−2λb4+b3p4
b24

)
Tomemos la asignación p3 = p4 = a2p2

1, p1 = p2 y k = λ2 + λp1 + p3, entonces K pasa
a ser

KT =

(
− k
b2

kb1−b2(p1+2λ)

b22

− k
b4

kb3−b4(p1+2λ

b24

)
(5.33)

Recordemos que se tiene que verificar que tr(A12) < 0 y det(A12) > 0, pero si reali-
mentamos el sistema inicial, con K de la forma (5.33) llegamos a que

tr(A12) = −2(λ+ p1) < 0

por otro lado

det(A12) = k2(det(B))2−(b2b4)2(3λ2+2λp1−2k)
(b2b4)2

, con det(B) 6= 0
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es decir

det(A12) > 0 ⇐⇒ k2(det(B))2 > (b2b4)
2(3λ2 + 2λp1 − 2k)

o equivalentemente

k2(det(B))2 + 2k(b2b4)
2 > (b2b4)

2(3λ2 + 2λp1) (5.34)

donde k = λ2 +λp1 + (ap1)
2. Si elegimos parámetros a y p1 tal que ap1 ≥ λ, entonces

se cumple (5.34) y entonces tenemos que det(A12) > 0.

Análogamente, podemos realimentar el sistema para obtener las matrices A1 y A2 con
K de la forma (5.33), luego se verifica que estas matrices tiene el mismo polinomio
carateŕıstico

PA1(X) = X2 +Xp1 + a2p2
1

con ráıces

X1,2 = −1
2
p1(1±

√
1− 4a2)

complejos si a2 > 1
4
.

Aplicación de los Controles

Los controles lineales son

u1(x1, x2) = − k
b2
x1 +

kb1 − b2(p1 − 2λ)

b22
x2

u2(x1, x2) = − k
b4
x2 +

kb3 − b4(p1 − 2λ)

b24
x2

(5.35)

recordando que la hipótesis de controlabilidad en este caso es que b2b4 < 0, entonces
podemos ver los siguientes dos casos:

Caso i). b2 < 0 y b4 > 0

u1(x1, 0) > 0 para x1 > 0

u1(x1, 0) > 0 para x1 < 0

Caso ii). b2 > 0 y b4 < 0
entonces

u1(x1, 0) > 0 para x1 < 0

u1(x1, 0) > 0 para x1 > 0
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Ejemplo 5.2.3. Consideremos el sistema(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
1 1
0 1

)(
x1

x2

)
+

(
1 0
3 −1

)
u(x1, x2)

de (5.33) tenemos que

KT =

(
−4 −2

3

12 6

)
entonces

u1(x1, x2) = −4x1 −
2

3
x2

u2(x1, x2) = 12x1 + 6x2

aśı que u1 y u2 se anulan en las rectas

x2 = −6x1

x2 = −2x1

de modo que u1 actúa por debajo de la recta x2 = −6x1, mientras que u2 actúa por
arriba de la recta x2 = −2x1. Ver figura (5.10)

Figura 5.10: La condición inicial tamoda en esta simulación es x0 = (1, 1).
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5.2.4. Caso 3. Valores propios reales diferentes

Similarmente, estabilizaremos el sistema(
ẋ1

ẋ2

)
= A

(
x1

x2

)
+Bu(x1, x2)

donde

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
, B =

(
b1 b3
b4 b4

)
y u(x1, x2) = KT

(
x1

x2

)
=

(
k1 k3

k2 k4

)(
x1

x2

)
con λ1 6= λ2.

La hipótesis de controlabilidad para este sistema es b1b3 < 0 y b2b4 < 0.
Análogamente como en los casos anteriores consideremos las matrices A1, A2 y A12

que resultan de aplicar 1 y 2 controles, aśı como la matriz que resulta al aplicar los 2
controles. Tenemos entonces

A12 =

(
λ1 + b1k1 + b3k2 b1k3 + b3k4

b2k1 + b4k2 λ2 + b2k3 + b4k4

)
A1 =

(
λ1 + b1k1 b1k3

b2k1 λ2 + b2k3

)
A2 =

(
λ1 + b3k2 b3k4

b4k2 λ2 + b4k4

)

Por otra parte, para tener estabilidad en se debe tener que det(A12) > 0, det(A1) > 0
y det(A2) > 0, también tr(A12) < 0, tr(A1) y tr(A2) < 0. Entonces

det(A12) = λ1λ2 + λ1b2k3 + λ1b4k4 + λ2b1k1 + λ2b3k2 + det(B)det(K) > 0

det(A1) = λ1λ2 + λ1b4k4 + λ2b3k2 > 0

det(A2) = λ1λ2 + λ1b2k3 + λ2b1k1 > 0

y

tr(A12) = λ1 + λ2 + b1k1 + b3k2 + b2k3 + b4k4 < 0

tr(A1) = λ1 + λ2 + b3k2 + b4k4 < 0

tr(A2) = λ1 + λ2 + b1k1 + b2k3 < 0
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Sean pi > 0 (i = 1, 2, 3, 4), tales que tr(A1) = −p1, tr(A2) = −p2, det(A1) = p3 y
det(A2) = p4, de modo que tenemos las siguientes ecuaciones

tr(A1) = λ1 + λ2 + b3k2 + b4k4 = −p1

tr(A2) = λ1 + λ2 + b1k1 + b2k3 = −p2

det(A1) = λ1λ2 + λ1b4k4 + λ2b3k2 = p3

det(A2) = λ1λ2 + λ1b2k3 + λ2b1k1 = p4

matricialmente
0 b3 0 b4
b1 0 b2 0
0 b3λ2 0 b4λ1

b1λ2 0 b2λ1 0



k1

k2

k3

k4

 =


−p1 − λ1 − λ2

−p2 − λ1 − λ2

p3 − λ1λ2

p4 − λ1λ2


que es una transformación de la forma B∗K∗ = P , luego

det(B∗) = b1b2b3b4(λ2 − λ1)
2 6= 0

Aplicando (B∗)−1 en ambos lados de la ecuación tenemos que K∗ = (B∗)−1P , aśı en-
contramos la matriz KT . Para simplificar, tomemos p1 = p2 y p3 = p4 tal que

KT =

(
λ1p1+λ2

1+p3
(λ2−λ1)b1

−λ2p1+λ2
2+p3

(λ2−λ1)b2
λ1p1+λ2

1+p3
(λ2−λ1)b3

−λ2p1+λ2
2+p3

(λ2−λ1)b4

)
(5.36)

Ahora, mostraremos que tr(A12) < 0 y det(A12) > 0.

Para ver que tr(A12) < 0, notemos que dado que tr(A1) < 0 y tr(A2) < 0, se sigue
que tr(A12) < 0. Por otro lado tenemos que det(A12) > 0; se verifica que

det(A12) = p3 + p4 − λ1λ2 + det(B)det(KT )

puesto que ya tenemos KT y B.

det(KT )det(B) = (λ1p1 + λ2
1 + p3)(λ2p1 + λ2

2 + p3)
(b1b4 − b2b3)2

b1b2b3b4(λ1 − λ2)2

de manera que para lograr que det(A12) < 0 basta con escoger p1 = p2 y p3 = p4

suficientemente grande, por ejemplo

p3 > max {|λ1p1| , |λ2p1| , |λ1λ2|}
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Aplicación de los controles

Finalmente tenemos definidos nuestros 2 controles

u1(x1, x2) =

(
λ1p1 + λ2

1 + p3

(λ2 − λ1)b1

)
x1 −

(
λ2p1 + λ2

2 + p3

(λ2 − λ1)b2

)
x2

u2(x1, x2) =

(
λ1p1 + λ2

1 + p3

(λ2 − λ1)b3

)
x1 −

(
λ2p1 + λ2

2 + p3

(λ2 − λ1)b4

)
x2

es decir, u1 y u2 se anulan en las rectas

x2 =
(λ1p1 + λ2

1 + p3)b2
(λ2p1 + λ2

2 + p3)b1
x1 = m1x1

x2 =
(λ1p1 + λ2

1 + p3)b4
(λ2p1 + λ2

2 + p3)b3
x1 = m2x1

(5.37)

Observación

m1m2 =
(λ1p1 + λ2

1 + p3)
2b2b4

(λ2p1 + λ2
2 + p3)2b1b3

> 0 (5.38)

es decir, para tener (5.38) se tienen dos casos

m1 < 0, m2 < 0 o m1 > 0, m2 > 0.

Caso 1. m1 > 0 y m2 > 0
Si m1 > 0 y m2 > 0 ⇒ b1b2 > 0 y b3b4 > 0

Subcaso 1.1 b2 > 0 y b1 > 0
Por hipótesis de controlabilidad b1b3 < 0 y b2b4 < 0. De manera que el subcaso 1.1
implica que b3 < 0 y b4 < 0, entonces

u1(x1, x2) =
1

(λ2 − λ1)

((
λ1p1 + λ2

1 + p3

b1

)
x1 −

(
λ2p1 + λ2

2 + p3

b2

)
x2

)
En caso de tener λ2 − λ1 > 0

u1(x1, x2) > 0 por debajo de la recta x2 = m1x1

u2(x1, x2) > 0 por arriba de la recta x2 = m2x1

Ahora supongamos que m1 > m2, la figura (5.11) ilustra lo anterior.
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Figura 5.11: En esta imagen se observa donde actúa cada control, donde la franja gris
representa la región donde actúan estos. Este diagrama ilustra el caso λ2 − λ1 > 0,
en caso de que λ2 − λ1 < 0, la aplicación de los controles se invierte.

Subcaso 1.2 b2 < 0 y b1 < 0.
Análogamente, por hipótesis de controlabilidad b1b3 < 0 y b2b4 < 0, es decir b3 > 0
y b4 > 0, de forma que la aplicación de los controles es como la expuesta antes.

Caso 2. m1 < 0 y m2 < 0.
Si m1 < 0 y m2 < 0 ⇒ b1b2 < 0 y b3b4 < 0.

Subcaso 2.1 b2 > 0 y b1 < 0.
En este caso, la hipótesis de controlabilidad implica que b3 > 0 y b4 < 0, de forma
que si λ2 − λ1 > 0, entonces los controles se aplican de la siguiente manera:

u1(x1, x2) > 0 por debajo de la recta x2 = m1x1

u2(x1, x2) > 0 por arriba de la recta y2 = m2x2

en caso contrario λ2 − λ1 < 0, entonces se invierte la aplicación de los controles.

El Subcaso 2.1 es similar al subcaso 1.2

Para probar que el cono donde no se aplican controles es un cono no invariante usamos
la siguiente proposición.

Proposición 5.2. Sea C un cono con vértice en el origen que no tiene puntos en



5.2. SISTEMAS LINEALES CON RANGO(B) = 2 63

común con los ejes coordenados, entonces C no contiene conjuntos invariantes bajo
el sistema ẋ = Ax.

Lo siguiente será probar esta proposición con A de la forma

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
(5.39)

Consideremos la siguiente observación:

Dada la recta x2 = mx1, con m > 0, las soluciones de ẋ = Ax, con A de la forma
(5.39) y λ1 > λ2 > 0, cruzan la recta de izquierda a derecha.
Ya que

ẋ1 = λ1x1

ẋ2 = λ2x2

sea x2 = mx1, entonces las soluciones de ẋ = Ax satisfacen que dx2

dx1
= λ2m

λ1
< m, es

decir, para mx1 > 0 (m > 0 y x1 > 0) si λ2 < λ1 las soluciones cruzan las rectas de
arriba hacia abajo; por el contrario, si λ2 > λ1 el cruce se invierte.

Prueba de la proposición

Sea x0 un punto de ingreso al cono C, entonces x(t) = eAtx0, escrito de otra forma

x(t) = eAtx0 =

(
eλ1tx01

eλ2tx02

)
tal que existe t > 0 que implica que x(t) /∈ C.

Supongamos que b2
b1
> b4

b3
, entonces m1 > m2 por (5.37). Supongamos también que

λ1 > λ2 > 0, tal que x(0) = x0 ∈ l1 = {(x1, x2)/x2 = m1x1} .

Si x0 =

(
x01

x02

)
es tal que x02 = m1x01, dado que λ1 > λ2 > 0 entonces la solución

x(t) = eAtx0 =

(
eλ1tx01

eλ2tx02

)
ingresa al cono C.

De acuerdo a la obervación que se hizo al principio, si x0 =

(
x01

x02

)
es tal que
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x02 = m1x01

entonces existe t > 0 tal que eAtx0 ∈ l2 = {(x1, x2)/x2 = m2x1}, es decir

eλ2tm1x01 = eλ1tm2x01

o bien

eλ2tm1 = eλ2t

(
b2
b1

)
= eλ1t

(
b4
b3

)
= eλ1tm2

equivalentemente

eλ2t

(
b2
b1

)
= eλ1t

(
b4
b3

)
por lo tanto

1 <

(
b2b3
b1b4

)
= e(λ1−λ2)t

tal que

t =
1

λ1 − λ2

In

(
b2b3
b1b4

)
> 0

luego se verifica que x(t) /∈ C.

Tenemos entonces que, el cono donde no se aplica ningún control (Ver figura (5.11))
es no invariante.

Ejemplo 5.2.4. Consideremos el siguiente sistema

(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
1 0
0 2

)(
x1

x2

)
+

(
2 −1
5 −2

)
u(x1, x2)

de acuerdo con (5.36) se tiene que

KT =

(
5
2
−7

5

−4 6

)
de modo que los controles son

u1(x1, x2) =
5

2
x1 −

7

5
x2

u2(x1, x2) = −4x1 + 6x2

(5.40)
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tal que
u1(x1, x2) se anula en la recta x2 = 25

14
x1, mientras que u2(x1, x2) se anula en x2 = 2

3
x1.

Para la asignación p1 = 1 y p3 = 2 se tiene la siguiente dinámica.

Figura 5.12: La condición incial tomada en esta simulación es x0 = (1,−2) y se
observa la convergencia al origen.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis, presentamos un método para diseñar controles Lipschitz y positivos
que logran estabilizar globalmente a los sistemas en el plano que son controlables con
control positivo.

En el caṕıtulo 2 y 3 se mencionan algunos resultados preliminares, el caṕıtulo 4 hace
referencia al teorema de Brammer aśı como algunas caracterizaciones de sistemas lin-
eales controlables con control positivo.
En el caṕıtulo 5, se estudian los sistemas de la forma ẋ = Ax + Bu donde el
rango(B) = 1, posteriormente se hace un estudio para los mismo sistemas pero con-
siderando ahora rango(B) = 2.

En la sección 5.2, en el caso 1 se considera una matriz B muy particular, es decir,
consideramos una subfamilia de sistemas lineales para este caso.

Concluimos con la siguiente proposición.

Proposición 6.1. Un sistema de control de la forma ẋ = Ax+Bu es controlable si
y sólo si ẋ = P−1APx+ P−1Bu es controlable.

En otras palabras, esta proposición nos dice que si el sistema de control ẋ = Ax+Bu
es controlable , entonces el sistema en su forma de Jordan también es controlable.

66
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